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Resumen

Este trabajo consiste en un analisis de texto escolares, centrado en la unidad de
nameros enteros propuestas para séptimo y octavo afio basico entre los afios 2009 y 2018. El
propésito de esta investigacion de tipo cualitativo, es indagar sobre los modelos concretos
utilizados para la ensefanza de los nimeros negativos, los modos de representacién y su

pertinencia para cada caso de las distintas operaciones mateméticas.

El andlisis fue realizado usando como referentes tedricos los modelos concretos de
desplazamiento y neutralizacién descritos por Eva Cid el afio 2001, el enfoque de ensefianza
de las Matematicas concreto- pictdérico — simbdlico (COPISI) basado en los modos de
representacion planteados por Jerome Bruner y las justificaciones para la regla de

multiplicacién entre nimeros negativos documentadas por Bernardo Gémez.

Las conclusiones obtenidas a partir de este trabajo fueron: Los modelos concretos mas

utilizados son la recta numérica y los problemas contextualizados en situaciones cotidianas.

El 98.5% de las actividades estan en modo de representacion simbdlico, por lo que no
existe transito entre los distintos modos de representacion.

No todos los casos considerados para cada operacién son representados a través de

modelos concretos.

De los que son representados, solo los correspondientes a la adicién pueden justificarse
en la recta numérica, y podria ocurrir lo mismo con las fichas de dos colores, pero la manera en
gue se plantea la actividad no lo permite. En el caso de los problemas cotidianos no son

necesarios los nimeros negativos.

Los modelos concretos son abandonados de manera repentina para dar paso una regla

o0 indicacion para calcular de manera mecanica.



Introduccioén

A continuacién, se presenta el trabajo de graduacion para optar al grado de Magister en
Didactica de la Matematica. Esta investigacién consiste en un andlisis bibliografico, que
pretende caracterizar modelos concretos y determinar su utilidad para cada caso de las
operaciones mateméticas en las actividades utilizadas para la ensefianza de los numeros
enteros, propuestas en textos escolares licitados por el Ministerios de educacién chileno para

séptimo y octavo afio basico entre los afios 2009 y 2018.

Actualmente el texto escolar es uno de los principales recursos de aprendizaje en los
procesos educativos, presente en todas las aulas del pais, este afio se entregaron mas de 17
millones de textos a los mas de 3 millones de estudiantes inscritos en los cerca de 11.000
establecimientos educacionales subvencionados del pais de los cuales 3.956 son
establecimientos rurales, 6.686 urbanos, no contemplando aquellos colegios no acreditados o
pendientes, para la regién Metropolitana el universo de colegios es de 2.611, de los cuales 166

pertenecen a comunas rurales y 2.305 a zonas urbanas. (www.mineduc.cl).

El andlisis se centr6 en la unidad de numeros enteros y para ello se utiliz6 como
referente tedrico la clasificacion de modelos concretos propuesta por Eva Cid, los Modos de
Representacion del conocimiento matematico de Jerome Bruner adaptado bajo el enfoque
concreto, pictorico y simbdlico conocido por la sigla COPISI y las justificaciones de la regla de

los signos recopilada por Bernardo Gomez.

Esta investigacion fue estructura en cinco capitulos, los cuales son brevemente

descritos a continuacion:

Capitulo 1: en él se expone los antecedentes compuestos por publicaciones sobre el
uso de modelos concretos y obstaculos epistemoldgicos relacionados con la ensefianza de los

ndmeros enteros.

Capitulo 2: presenta lo fundamentos teéricos que sostienen esta investigacion,
comienza por la historia y epistemologia del objeto nimeros negativos, seguido de su estatus
actual. Los modelos concretos propuestos por Eva Cid, modos de representacion de Jerome
Bruner adaptado en COPISI y la justificacion de la regla para la multiplicacion de numeros

enteros.


http://www.mineduc.cl/

Capitulo 3: describe la metodologia empleada para la investigacion, explicando el
enfoque cualitativo, la estrategia utilizada para seleccionar la muestra y los instrumentos

empleados para la recoleccién de datos.

Capitulo 4: Contiene un analisis cualitativo-descriptivo de la informacién obtenida al

aplicar las matrices de recoleccion de informacion.

Capitulo 5: muestra las conclusiones obtenidas a partir del andlisis.



CAPITULO 1:

ANTECEDENTES, DELIMITACION DEL PROBLEMA Y OBJETIVOS DE LA
INVESTIGACION.

1.1 Antecedentes

Los nimeros negativos se originan en un contexto algebraico, tal como lo plantea Eva
Cid (2000), dado que los mateméticos los establecen como soluciébn de ecuaciones en un
momento en que el algebra era considerada una técnica de resolucion para problemas
aritméticos, por este motivo los sumando que aparecian como respuesta a una ecuacion
cobraban inmediatamente sentido, por el contrario, los sustraendo aislados carecian de sentido
ya que los numeros eran entendidos como medidas de magnitud, como cantidades y no era

posible interpretar una cantidad menor que “nada”.

A partir de la situacion antes descrita surge, junto a este objeto matematico,
inmediatamente un obstaculo epistemolégico, ya que, un sustraendo aislado no podia tener
sentido porque indicaba que habia que quitar “de donde no habia”, asi que cuando una
ecuacion tenia como resultado un nimero negativo, este era considerado una solucion falsa,
ficticia o imposible como algunos autores, por ejemplo, Stevin, Carnot, Descartes, citados por
Cid (2000) se refirieron a esto, en el trabajo matematico previo al siglo XVIII, época en que se

legitimaron los nimeros negativos por la comunidad matematica.

Con el pasar del tiempo los matematicos fueron necesitando los nimeros negativos
para sustentar algunas situaciones, por ejemplo, el aceptarlos como solucién a las ecuaciones
permitié establecer el Teorema Fundamental del Algebra: toda ecuacién polinémica de grado n

con coeficientes complejos tiene exactamente n raices.

Otro ejemplo, es que la geometria analitica puso de manifiesto la biyeccion existente
entre los puntos de la recta y los niUmeros reales, para esto los sustraendos debian formar
parte de los niUmeros reales, entre otras razones que obligaban a los matematicos a aceptar la

existencia de los numeros negativos. (Cid, 2001).



Un hecho fundamental que permitié que se reconociera la existencia de los nameros
negativos fue que Peacock (1833) proclamé la independencia del algebra respecto de la
aritmética, definiéndola como el arte de razonar sobre unos simbolos cuyo significado ya no
venia dado por las nociones intuitivas de la aritmética elemental, sino por un conjunto de reglas
formales que definian su comportamiento Segun lo citado por gallardo & Torres (2005). Por lo
tanto, en este contexto no se busca interpretar el significado de los nimeros negativos en el

mundo sensible y desaparece la resistencia hacia este objeto.

Al superar los obstaculos anteriores y aceptar los nUmeros negativos como cantidades
reales se puede justificar su estructura aditiva, sin embargo, su estructura multiplicativa
continué generando conflictos para los matematicos, principalmente la multiplicacion entre
nameros negativos. Surge la necesidad de que este tipo de multiplicaciones tengan un
resultado positivo, pero la explicacion del porqué esto debiera ser de tal manera continud sin
poder resolverse hasta que Hankel en 1867 propuso prolongar las propiedades de la
multiplicacién de los Reales positivos a los Reales, resolviendo definitivamente el problema
segun lo expuesto por Cid (2001).

Algunos autores han hecho intentos de dar una buena explicacion matematica para la
regla de los signos, principalmente aquella que implica la multiplicacion de dos numeros
negativos, que es la que mas conflictos causa. Bernardo Gémez (2007) documenta las
justificaciones de la regla de los signos que han dado grandes matematicos a lo largo de la
historia. Comienza desde la mas antigua, que corresponde a Diofanto en el s.1ll, en la que solo
se enuncia la regla sin justificaciéon. Y continGa con Euler, Mac-Lauin, Laplace, Klein, entre
otros. Algunas de estas explicaciones son mas apropiadas para ser llevadas al ambito escolar,
sin embargo, ninguna permite dar una justificacién real a la regla y la mayoria no facilita su
reconstruccion en caso de olvido por parte del estudiante. La explicacion que ofrece Crowley y
Dunn (1985) es la que mejor justifica y permite reconstruir la regla de los signos en el &mbito
escolar, esta utiliza la modelizacion numérica para observar el patrén existente en los multiplos

de un ndmero.

Eva Cid y Pilar Bolea en el afio 2010 en su articulo “Disefio de un modelo
epistemolégico de referencia para introducir los nUmeros negativos en un entorno algebraico”
proponen como modelo epistemolégico para la introduccion de los nimeros negativos en un
contexto algebraico, la modelizacion algebraica. En este documento se presentan las

siguientes razones para sustentar la necesidad de buscar un contexto alternativo al aritmético:



La contextualizacién aritmética no permite justificar de manera creible la existencia de
estos objetos; fomenta la idea de un nimero solo como resultado de una medida, lo que parece
haber sido un obstaculo epistemolégico para la comunidad matematica; los modelos concretos
pueden contribuir a que los alumnos adquieran creencias erréneas sobre los numeros
negativos y pueden llegar a afadir dificultad mas que propiciar el aprendizaje. (Cid Bolea, 2010
p.580)

En el articulo antes mencionado se expone que una de las principales diferencias entre
el algebra y la aritmética es la forma en que se entienden los signos +y -, en la aritmética son
operativos binarios mientras que en el algebra son predicativos unarios, por este motivo

plantean que los numeros enteros serian mejor comprendidos en un contexto algebraico.

En la bibliografia sobre los numeros negativos se pueden distinguir tres areas:
propuestas de ensefianza, dificultades de aprendizaje y errores, ademas de las implicaciones
didacticas de la epistemologia del numero. Segun Cid (2003) la mayor parte de estas
publicaciones corresponden a propuestas de ensefianza y las clasifica también en tres tipos:
inductivas, deductivas y constructivas. La autora destaca que pese a poder distinguir entre
estos tres tipos de propuestas, la mayoria de ellas tienen en comin el uso de modelos

concretos.

Cid distingue dos tipos de modelos concretos: los de neutralizaciéon y los de
desplazamiento . Dentro de los de neutralizacién, los mas utilizados son los de deudas y
haberes, pérdidas y ganancias, puntuaciones positivas y negativas y personas que entran y
salen de un lugar o suben y bajan. En los modelos de desplazamiento encontramos personas u
objetos que avanzan o retroceden, termometros o escalas de diversas magnitudes,
ascensores, nivel del mar, afios antes y después de Cristo y desplazamientos representados

por vectores unidireccionales en la recta numérica. (2003)

1.2 Planteamiento del problema y pregunta de investigacién

En Chile las Bases curriculares a partir del afio 2009 proponen la introduccion a la
ensefianza de los nimeros enteros en séptimo afio basico, planteando como primer objetivo de
aprendizaje: “Mostrar que comprenden la adicion y la sustraccion de numeros enteros”, esto
implica, segun las bases curriculares, que sean capaces de representar los nimeros enteros en

la recta numérica, representarlos de manera concreta, pictérica y simbdlica; darle



significado a los simbolos + y — segun el contexto y resolver problemas en contextos
cotidianos. (Mineduc, 2016)

Esta situacion reproduce el contexto en que histéricamente surgen los numeros
negativos, o sea, intentando darles sentido dentro de la aritmética y enfrentandose a la idea de
los nimeros utilizados para contar que han desarrollado hasta esa etapa los estudiantes. Por
este motivo es probable que sea natural que se genere el mismo obstaculo epistemolégico en
los estudiantes, que se gener6 en los mateméticos, es decir, ¢,como darle sentido a un nimero
gue esta restando de donde no hay? Ademads, se pide a los estudiantes utilizar nUmeros
negativos para resolver problemas perfectamente solucionables usando niumeros naturales, por
lo que su uso se hace de manera forzosa e innecesaria, en situaciones que contindan

reforzando la idea de cantidad, por ejemplo, los problemas de deudas y ganancias

Bruno y Martindbn en 1997 publicaron una investigacion sobre los procedimientos de
resolucion de problemas aditivos con nimeros negativos. Una de sus conclusiones es que
‘problemas aditivos que son perfectamente asimilados con numeros positivos presentan

dificultades cuando en ellos hay negativos”. (p.257)

Este escenario provoca que sea muy dificil abandonar su representacion concreta, la
recta numérica, por ejemplo. Segun la investigacion de Bruno y Martinbn (1997) los
estudiantes tienen mayor facilidad y seguridad para resolver problemas utilizando la recta
numeérica, mientras que al pedirles que utilicen operaciones la mayor parte de ellos no lo logra.
Posteriormente Alicia Bruno (2000) propone que también hay estudiantes que resuelven
utilizando primero la recta numérica y luego buscan una operacion cuyo resultado coincida con

el obtenido en la recta.

En octavo afio basico se comienza a estudiar las operaciones de multiplicacion y
divisién de los numeros enteros planteando como objetivo, en las Bases curriculares, que los
estudiantes sean capaces de demostrar que comprenden dichas operaciones (MINEDUC,
2016). Sin embargo, no se ha intencionado, y menos logrado con anterioridad, una
comprension de los numeros negativos, ni de su estructura aditiva. Por lo que esta
comprension que se pretende alcanzar termina reduciéndose a la aplicaciéon de una regla

memoristica.

La manera mas comun en la que se presenta la regla es: “signos distintos dan negativo

y signos iguales dan positivo”, como se puede evidenciar en una gran cantidad de videos de



youtube que son utilizados por los estudiantes, en los cuales hay ensefiantes que tratan la
multiplicacién de ndimeros enteros. La total descontextualizacién y nula comprensién de esta
frase genera incluso que muchas veces los estudiantes apliquen esta regla al sumar. También
se utilizan malas metaforas con el afan de hacer “mas facil” la memorizacion de la regla, por
ejemplo: “el amigo de mi amigo es mi amigo, el amigo de mi enemigo es mi enemigo, el
enemigo de mi amigo es mi enemigo, y el enemigo de mi enemigo es mi amigo”, quitandole por

completo el contenido matematico.

Como una referencia, en internet podemos encontrar las siguientes imagenes para ser

utilizado por los docentes:

llustracién 1: Metéfora regla de multiplicacion entre nimeros enteros

LEYES DE LOS AMIGOS ——

Mat. Josefina Santiago

MI ENEMIGO SERA

— o3
MI ENEMIGO SERA
,\ 00 )
= ~
ENEMIGO DE MI ENEMIGO MI AMIGO SERA

https://www.pinterest.cl/pin/417145984209617784/



llustracion 2: Metéafora regla de multiplicacion entre nUmeros enteros

amigo o0 encmigo
Todos los habitantes de un pueblo estin divididos en dos bandos enemigos. Asi, los que
viven ahi siempre siguen estas reglas:

+ Elamigo de mi amigo serd mi amigo

- Elamigo de mi enemigo seri mi enemigo

- Elenemigo de mi amigo serd mi enemigo
Il enemigo de mi enemigo serd mi amigo

Sial amigo lo marcamos conun + y al enemigo con un -, tendriamos

(XD =)

SN = ()

M=)
()= (4)

que son, justamente, las reglas para multiplicar nimeros enteros.
I or ¢jemplo:

(+5X-7)=(-35)
el amigo del enemigo serid enemigo.

(-3)(-6) = (+18)
el enemigo del enemigo serd amigo

i{Un poco de prictica siempre es buena!
ivnp P P
Completa la siguiente tabla

https://es.slideshare.net/nhcarlos/juego-matematico-8131996

Como tercer ejemplo, muchas veces se presenta un cuadro de la siguiente manera:

llustracion 3: Cuadro regla multiplicacion entre nimeros enteros

(+): (+)=(+)
(+): (=) =1(-)
(=) (+)=1(-)
(=) (=) =1(+)

Tratando los simbolos como si fueran nimeros y se pudiese operar con ellos, ademas

no ofrece ninguna explicacion al respecto.
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En un intento por generar una explicacion cercana a los estudiantes se utilizan algunos
modelos concretos para representar la multiplicacién, por ejemplo, en el Programa de estudio,
se plantea la utilizacion de la recta numérica, sin embargo, la multiplicacion de un numero
positivo por uno negativo, como 3 - (-2) es bastante engorrosa, pues mientras se desplaza por
la recta numérica deberia decirse algo asi como “repito tres veces la accion de retroceder dos
unidades” o en el caso de (-2) - 3 “repito dos veces el contrario de la accion de avanzar tres
unidades.” La situacion se vuelve insostenible al multiplicar dos numeros negativos como (-2) -
(-3), el discurso seria “repito dos veces la accién contraria a retroceder tres unidades”. (Cid,
2001)

Como expone Eva Cid (2001) el uso de este modelo concreto no hace mas que
confundir a los estudiantes y centrase en el intento de comprender el modelo en lugar de
comprender el objeto matemético en estudio. A demas no ofrece, como ninguno de los
ejemplos antes presentados, una explicacion matematica para la multiplicacién de los nimeros

enteros.

El uso de modelos concretos tiene algunos inconvenientes, ya que puede llevar a los
estudiantes a razonamientos erroneos. Por ejemplo, en el caso de utilizar fichas bicolores
pueden creer que si tienen 3 fichas que representan nidmeros negativos y un compafiero tiene
solo 2 fichas del mismo tipo, el tres negativo es mayor porque son mas fichas, y es mejor tener
tres fichas que dos; en el caso de las deudas si una persona debe $100 y otra debe $200, la

segunda tiene una deuda mayor, por lo tanto -200 es mayor que -100. (Cid, 2001)

Pese a que los numeros enteros se justifican mejor en un contexto algebraico, en la
actualidad son introducidos en la educacion escolar en un contexto aritmético y principalmente
apoyandose en modelos concretos. Frente a esta situacién se hace necesario analizar la
pertinencia de los modelos utilizados para cada caso de las cuatro operaciones, ya que, estas
se comportan de manera diferentes y puede un modelo justificarlas de manera mas

satisfactoria que otro.



La problematica puede explicarse a través del siguiente esquema:

llustracion 4: Esquema problema de investigacion

Problema

Se ensefia Se Algebra
Justifica
Através

de

Se usan
principalmente

A Reglas formales
Memorizacion Modelos
de reglas concretos

No se .
- ¢Cuales se
considera Py
. usan? ¢Como se
aprendizaje
usan?

Construccion propia

En base a los antecedentes y la problematica expuesta surge la pregunta de
investigacion: ¢,Cudles son los modelos concretos utilizados para la ensefianza de los niumeros
enteros, de qué manera se propicia el transito entre los distintos modos de representacion y

gué casos de las cuatro operaciones se logra justificar a través de ellos?

A partir de estos antecedentes, es posible generar los siguientes objetivos, para guiar la

investigacion:
1.3 Objetivos

A continuacion, se plantean el objetivo general y los objetivos especificos que permitiran

dar respuesta a la pregunta de investigacién planteada.



1.3.1 Objetivo general

Analizar las actividades utilizadas para la ensefianza de los nUmeros enteros, tanto en
representacion como en operatoria, propuestas en textos escolares licitados por el Ministerio de

Educaciones entre los afilos 2009 y 2018 para los niveles de séptimo y octavo afios basico.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Caracterizar los modelos concretos y matematicos utilizados para la ensefianza de los
ndmeros enteros en textos escolares.

2. Caracterizar las actividades propuestas en los textos escolares segin modo de
representacion concreto, simbdlico y pictérico.
Identificar en los libros de texto, si existe predominancia de casos® en cada operacion.
Determinar qué modelos concretos y modos de representacion son utilizados para los
distintos casos en cada operacion.

5. Establecer qué casos de las operaciones no pueden justificarse a través de un modelo
concreto

1 . . ’ ey .
Respecto de las combinaciones que se producen entre los nimeros positivos, negativos y el cero.



CAPITULO 2:

MARCO DE REFERENCIA

2.1 Historia y epistemologia del objeto numero negativo

El objeto matematico en el que se centr6 este trabajo es el conjunto de los nimeros
enteros, especialmente en los enteros negativos. Como ya se ha mencionado, estos tienen una
génesis algebraica, al menos en occidente, a finales del siglo XV. Sin embargo, en oriente,
especificamente China, los nimeros negativos son utilizados desde el siglo V a través de un
sistema de varillas de color rojo para representar las cantidades negativas y de color negro
para las cantidades positivas, también lo hacian con bolas de ambos colores y el abaco.
(Gallardo & Hernandez, 2007)

Anne (2002) expone que entre el s.VI y el s.VII también se pueden observar en obras de
matematicos indios, por ejemplo, Bramagupta, quien explica la forma de hacer adiciones
usando deudas y bienes: “una deuda restada de la nada se convierte en un bien, un bien

restado de la nada se convierte en una deuda”.

En su origen el interés estaba puesto en los problemas del mundo real, natural, lo sensible,
por este motivo es que no fueron aceptados por la comunidad Matematica por mucho tiempo.

Hernandez, M. (2010) menciona que:

“La formalizacion de los numeros enteros es mucho mas artificial que la de los racionales,
de modo que a lo largo de la Historia no fue hasta el s. XVI cuando apareci6, debido a las

dificultades que entrafian para la mente humana.”

La confusién existente entre el signo de la operacion y el signo del nimero, y la diferencia
entre sumar y aumentar no se esclarecieron hasta finales del siglo XIX. Pese a que antes se
operaba con estos numeros llamados defectuosos prolongando las reglas de lo positivo hacia

lo negativo, nunca abandonaron la incomodidad que esto les causaba.

Anne, B. (2002), Plantea que la no aceptacion de los nimeros negativos se debe a varios
obstaculos, sin embargo, hay uno que sobre sale: el cero absoluto. Al entender el cero como
absoluto, es decir, por debajo del cual hay nada, se hace imposible aceptar la existencia de los

nlimeros negativos.



Segun Hernandez, M. (2010) La introduccion de los nUmeros negativos en Europa la realiza
Nicolas Chuquet, matematico francés. En su obra titulada Triparty en la science des nombres,
utiliza con habilidad tanto el cero como los numeros negativos de origen hindud, siendo
publicada en 1484. En la primera parte de su obra realiza operaciones aritméticas con nimeros

enteros, utilizando las cuatro operaciones fundamentales suma, resta, producto y division.

Gallardo, A., & Hernandez, A. (2007) mencionan que la obra de Chuquet contribuy6 a
establecer los cimientos del lenguaje algebraico a fines del siglo XV. Y agregan que es posible
afirmar que la importancia de esta obra radica en que sus lenguajes y métodos algebraicos
permitieron encontrar soluciones de algunos problemas que sus contemporaneos consideraban
insolubles. Si el método conducia a un numero negativo, este nimero era la respuesta y debia
ser interpretado en el proceso en que estaba involucrado. En el lenguaje simbdlico creado por
Chuquet los numeros negativos adquirieron presencia escrita, ya no serian invisibles ni

absurdos.

Hernandez (2010) menciona que en el siglo XIX Weierstrass definié los nimeros enteros
como clases de pares de naturales mediante una relacion de equivalencia obvia que permitia la
resta de naturales. En esta época los nimeros negativos y positivos adquieren el status de

ndmeros enteros.

En 1867 aparecio la obra de Herman Hankel, “Teoria del Sistema de Numeros Complejos”,
donde los obstaculos concernientes a estos numeros son superados. Su libro estuvo
consagrado a la exposicion formal de la teoria de los nimeros complejos y no es mas que a
titulo de preliminares que resolvid6 el problema de los nimeros negativos. (Gallardo &
Hernandez, 2007)

2.2 Status actual del objeto numero entero

Actualmente se considera a los nimeros enteros una estructura algebraica, es decir, es un
objeto matemético consistente en un conjunto no vacio y una relacion o ley de composicion

interna definida en él. El conjunto Z tiene una estructura de anillo conmutativo y con unidad.

Considerando que las dos leyes de composicion se llaman aditiva y multiplicativa, y que se les
suele denotar con + y * respectivamente, Armando Rojo (1978) define la estructura de anillo de

la siguiente manera:



Sean un conjunto no vacio A, y dos funciones: + vy .
Definicion
La terna (A, +, ¢) es un anillo si y solo si:

1. (A,+) es un grupo abeliano.
2. (A, *) es un semigrupo.

3. El producto es distributivo a izquierda y derecha respecto de la suma.

Estas condiciones se traducen en los siguientes axiomas:

Ai. La adicién es ley de composicion interna en A.

A,: La adicién es asociativa en A.

As: Existe neutro en A que denotamos con 0, respecto de la adicion.
A,: Todo elemento de A admite inverso aditivo u opuesto.

As: La adicién es conmutativa.

As: El producto es ley de composicion interna en A.

A;: El producto es asociativo en A.

Ag: El producto es doblemente distributivo respecto de la suma.

2.3 Marco didactico

El analisis se realizard desde tres referentes tedricos: se consideraran los aportes
realizado por Eva Cid con respecto a la enseflanza de los nimeros enteros, especialmente su
clasificacion respecto de los modelos concretos y las consecuencias que su uso puede traer en
la ensefianza; ademas, los modos de representacion planteados por Jerome Bruner, adaptado
a la ensefianza desde el enfoque concreto, pictorico y simbodlico (COPISI); y finalmente, las

justificaciones de la regla de los signos recopiladas por Bernardo Gomez.

2.3.1 Modelos concretos

Eva Cid, plantea que parece haber un consenso con respecto a la introduccién de los
nameros negativos a través de la utilizacion de modelos concretos, sin embargo, estos pueden

causar algunos efectos no deseados.



Para exponer las razones de lo poco pertinente que puede ser en algunos casos el uso
de modelos concretos, inicia explicando el proceso de modelizacién matemética de la siguiente

manera:

En el proceso de modelizacibn matematica propio de las ciencias experimentales o
sociales, el objeto de estudio es un cierto sistema o fendmeno del mundo sensible mientras que
el sistema matematico es el modelo que lo representa, esto quiere decir que lo que nosotros
realmente estudiamos es el modelo matematico, deduciendo, a partir de €él, el comportamiento
del sistema inicial. EI modelo es, por consiguiente, un dispositivo mediador entre nuestra

necesidad de conocer y nuestra capacidad de hacerlo.

“Pero en la ensefianza de la aritmética elemental esta relacion entre objeto de estudio y
modelo se invierten. Nuestro objeto de estudio es ahora la nocién aritmética (...) y
buscamos un sistema fisico o social con el gque nuestros alumnos estén familiarizados

para, a través de él, mostrar y justificar el comportamiento de la nueva nocién” (Cid, 2001,
p. 2)

Explica también que el modelo concreto utilizado para la introduccién de una nocion

matematica tiene dos funciones:

“(...) por un lado, justifica el comportamiento de la nocion aritmética, nos dice por qué sus
reglas de uso son las que son y no otras, nos hace ver que la construccion de la nocion no
es caprichosa, no es asi “porque si”. Por otro lado, permite al nifio reconstruir, en caso de
olvido, las reglas de uso de la nocién, por medio del andlisis de un sistema que les resulta
familiar y en el que se puede argumentar con un grado de abstraccion adecuado a su
edad. El modelo concreto es un apoyo para la comprensién de la nocion y también para

su reconstruccion en caso de olvido”. (Cid, 2001, p. 2)

Cuando el profesor considera que la nocién ha sido comprendida, plantea otras
situaciones que se pueden modelizar a través de la nocion matematica, de esta forma la
matematica recupera su funcion habitual dentro de la cultura, modelizar en lugar de ser
modelizada. (Cid, 2001)

Janvier (1983) clasifica en tres los tipos de modelo: el de equilibrio, el de la recta numérica

y el hibrido. Eva Cid (2003) Toma lo planteado por Janvier y lo modifica, reemplazando el



modelo de equilibrio por “Neutralizacion” y el de recta numérica por Desplazamiento, deja fuera
el modelo hibrido argumentando que todos los modelos concretos pueden clasificarse en

algunos de los dos ya nombrados.

Estos modelos son utilizados de manera relativamente eficiente en el campo aditivo de los
nameros enteros, sin embargo, no resultan tan UGtiles para explicar su orden, ni cémo se

comportan en el campo multiplicativo.

La suma de enteros se justifica, bien como un desplazamiento, aplicado a una posicion
para obtener otra posicion, bien como una composicion de desplazamientos que da como
resultado otro desplazamiento, bien como una composicion de desplazamientos que se aplica a
una ficha situada en la casilla cero y da como resultado la nueva posicion de la ficha. La resta

significa la operacion inversa de cualquiera de las anteriores.

El producto se interpreta como composicion repetida de desplazamientos para obtener un
desplazamiento resultante al que se le cambia o no el sentido segun que el entero que indica la
repeticion sea negativo o positivo.

Los modelos concretos permiten justificar bastante bien la estructura aditiva de los
nameros enteros. Sin embargo, no resultan tan eficaces como medio de reconstruccion de
dicha estructura en caso de olvido. En realidad, el conocimiento previo que tienen los
profesores del comportamiento de los enteros es una guia que les permite elegir dentro del
modelo aquellos argumentos que conducen al establecimiento correcto de las reglas de suma 'y
resta, pero, si no se conoce previamente lo que se quiere obtener, es muy facil seguir una

argumentaciéon que lleve a cometer errores.

Al usar los modelos de neutralizacion, por ejemplo, en el caso de las fichas bicolor, se
hace necesario reconocer cierto color de fichas como algo “negativo”, en el sentido cotidiano de
esta palabra. Si esto no es completamente interiorizado dificulta la aceptacion de la estructura

ordinal de los nimeros enteros, como plantea Eva Cid (2001, p.8)

“El tema se complica cuando se intenta justificar la estructura ordinal de los nimeros
enteros. (...) con mucha frecuencia esta justificacion exige una valoracion adicional sobre
si una determinada situacion es mejor o peor que otra pero, qué nifio va a aceptar que
tener 5 fichas azules es peor (0 menos) que tener 2 fichas azules, o que efectuar un
desplazamiento hacia la izquierda de 5 cacillas es peor (0 menos) que efectuar un

desplazamiento hacia la izquierda de 2 cacillas.”



Finalmente, Cid (2001), se refiere a este problema con el siguiente resumen: los modelos
concretos justifican con dificultad la estructura ordinal de los nimeros enteros (desde luego,
con mas dificultad que la suma o la resta) e incluso, podriamos decir que fomentan la

aceptacion de un orden de izquierda a derecha.

Con respecto a la justificacion del comportamiento de los nimeros enteros en el campo
multiplicativo mediante modelos concretos, Cid (2001) comenta que la mayoria de los
investigadores opina que ninguno de ellos resuelve el problema de manera razonable.,
agregando que “son tan artificiosas y tan alejadas de la experiencia de los nifios, tan poco
creibles, como el hecho mismo de afirmar, sin mas explicaciones, que menos por menos es

mas” (p.9)
Cid (2001), presenta la siguiente conclusion:

“Existen indicios suficientes para permitirnos afirmar que los modelos concretos que se
utilizan en la ensefianza de los nUmeros enteros no cumplen satisfactoriamente la doble
funcién de justificaciéon y reconstrucciéon de la nocién (...) aunque justifican con cierta
facilidad la suma y la resta de enteros (esta Ultima con mas dificultades), explican
dificiimente el orden y no permiten justificar el producto de una manera que resulte
inteligible para los nifios. Por otro lado, la posibilidad de que los alumnos utilicen los
modelos para reconstruir las reglas de célculo en caso de olvido queda muy mermada
desde el momento en que estos proporcionan con igual facilidad argumentos que
conducen a errores en los célculos y razonamientos con nimeros enteros.” (Cid, 2001, p.
10)

Ademas, agrega que

“(...) La estructura algebraica que mas se asemeja al modelo de neutralizacion es la
estructura de espacio vectorial unidimensional y la mas cercana a un modelo de
desplazamiento es el espacio afin unidimensional. (...) en cambio, la estructura de anillo
totalmente ordenado conmutativo y con unidad, propia de los numeros enteros,

dificilmente podremos mostrarla por medio un modelo concreto.” (Cid, 2001, p. 11)

Finalmente, advierte que la mayor parte de los inconvenientes generados por el uso de
modelos concretos en la ensefianza de los numeros enteros, radican en la pretension de

justificar su comportamiento en entornos aritméticos elementales, ya que, en ellos se identifica



el numero con medidas de cantidades de magnitud, desplazamiento o0 posiciones,

relaciondndolos con estructuras cercanas al espacio afin.

Cid (2001) plantea que la solucién escolar es la introduccién de los nUmeros negativos en
entornos algebraicos, sin embargo, esto requiere poner en marcha prototipos de ensefianza
gue deben ser previamente disefiados y experimentados. Hasta tanto esos prototipos no estén
a disposicion de los profesores, lo Unico que éstos pueden hacer es seguir utilizando los
modelos concretos habituales, pero sin enfatizarlos en exceso y procurando paliar, en la

medida de lo posible, los efectos secundarios que puedan producir.

2.3.2 Modos de representacion

Jerome Bruner (1963), plantea que el aprendizaje se basa, en la categorizacién o
procesos mediante los cuales simplificamos la interaccion con la realidad a partir de la
agrupacion de objetos, sucesos 0 conceptos. El aprendiz construye conocimiento (genera
proposiciones, verifica hipétesis, realiza inferencias) segun sus propias categorias que se van
modificando a partir de su interaccion con el ambiente. Es por todo esto que el aprendizaje es
un proceso activo, de asociacion, construccién y representacion. La estructura cognitiva previa
del alumno provee significado, permite organizar sus experiencias e ir mas alla de la
informacion dada (Bruner, 1963). (Guilar, 2009)(p.237)

Bruner propone que el ser humano representa la realidad mediante tres modos basicos:
El primero corresponde al modo “enactivo”, que es la representacion que surge de la
interaccién con un objeto determinado de la realidad, como una comida, una herramienta, entre
otros; el segundo modo, es el “icénico”, aqui el objeto es representado mediante una imagen o
un esquema; el tercer modo de representacion es el “simbdlico”, para ello se utiliza un simbolo
arbitrario, como una palabra, o en el caso de la Matematica, el lenguaje matematico. (Guilar,
2009)

En Chile se plantea desde el Ministerio de Educacion, la ensefianza de las Matematicas
con el modelo concreto-pictérico y simbdlico (COPISI) que est4d basado en los modos de

representacion propuestos por Bruner.

Desde este modelo se propone que los estudiantes sean animados a participar en

actividades matematicas concretas que fomentan el pensamiento exploratorio, permitiendo



realizar trabajo analitico y colaborativo. La representacion pictérica del concepto ayuda a los
estudiantes a hacer conexiones entre ideas matematicas y representarlas visualmente, antes
de pasar a su representacibn mas abstracta. Este enfoque de ensefianza y aprendizaje en 3
etapas — Concreto-Pictdrico-Simbdlico — incentiva a los estudiantes a hacer conexiones entre

principios y simbolos.

Los nifios pueden solucionar problemas en distintos niveles de abstraccion, transitando
en ambos sentidos desde el material concreto a las representaciones simbdlicas. Esta es la
esencia del modelo "concreto, pictoérico, simbdlico”. La manipulacion de material concreto y su
representacion pictdrica mediante esquemas simples permite a los estudiantes desarrollar
imagenes mentales. Con el tiempo, prescinden gradualmente de los materiales vy
representaciones pictéricas, y operan solamente con simbolos (www.curriculumnacional.cl/wp-
content/uploads/1b_6b/otros/OGA_EGB_MAT.pdf)

Bruner (1984) sostiene que “si la educacion no consiste en inculcar habilidades y
fomentar la representacion de la propia experiencia y del conocimiento buscando el equilibrio
entre la riqueza de lo particular y la economia de lo general, entonces no sé en qué consiste”
(Guilar, 2009, p. 237)

2.3.3 Justificaciones de laregla de los signos

Gbémez (2005) en su trabajo “La justificacién de la regla de los signos en libros de texto:
¢Por qué menos por menos es mas?, plantea que la ensefianaza de la multiplicacién de
nameros enteros es conciderada algo facil para los estudiantes, ya que, solo se espera que
memoricen una regla y la sepan aplicar. La suma es justificada en los textos escolares a través
de, por ejemplo,deudas y ganancias.Pero una multiplicacion entre dos deudas no puede ser
interpretada como una ganancias, por lo tanto el modelo debe ser abandonado, si no se
presenta una alternativa, se avandonara sin mayor explicacién y esto ira en contra de la imagen

de racionalidad de las matematicas.

Por este motivo el autor hizo una recopilacién de las distintas alternativas que se han usado
en los textos a lo largo de la historia para justificar la multiplicacién entre dos niUmeros enteros.

Estas fueron clasificadas bajo los siguientes epigrafes:

e La regla sin justificacion.



e Lajustificacién de la regla en el marco de las restas indicadas con solucion positiva.

e La justificacion de la regla en el marco en el que se evitan las cantidades negativas
aisladas.

e Lajustificacion de la regla en el marco de la teoria de los pares ordenados.

e Lajustificacion de la regla en el marco de las modelizaciones intuitivas.

Esta ultima fue utilizada en el analsis del presente trabajo de investigacion. Las
modelizaciones intuitivas o divulgativas pueden ser fisicas, geométricas o numéricas, su
atractivo es que son consistentes con la experiencia personal y ayuda a los estudiates a hacer

plausible la regla, aunque no son demostraciones.

A este tipo pertenece la justificacibon desde la modelizacién fisica sobre
desplazamientos, de Rey Pastor y Puig Adam, en ella se situa un objeto o persona en una recta
graduada donde un movimiento a la izquierda se interpreta como un movimiento en direccion
negativa y a la derecha como un movimiento en direccion positiva, asi mismo, el tiempo futuro

se denota con un valor positivo y el tiempo pasado con uno negativo.

A partir de esta justificacién se describe una situacién en la que un tren va en sentido
negativo y se pregunta donde estaba un par de horas antes, el resultado es un tren situado en

una posicién que se considera postiva, desde ahi se plantea la regla de los signos.

Gomez (2005) concluye que: “las modelizaciones preparan a los estudiantes, de un
modo intuitivo, a aceptar la razonabilidad del resultado, pero no ofrecen ninguna informacion

acerca de la necesidad matematica de la regla.”(p.273)



CAPITULO 3:

MARCO METODOLOGICO

3.1 Enfoque y tipo de estudio.

La siguiente investigacion consiste en un analisis bibliografico, es decir, una revisién
detallada de textos escolares de Matematicas, usando el referente tedrico descrito con
anterioridad para alcanzar los objetivos propuestos. El andlisis fue realizado desde el enfoque
de investigacion cualitativo, ya que, se pondra énfasis en el proceso de revision de los textos
con respecto a la ensefianza de los numeros enteros y no en los resultados, ni en datos
estadisticos. La descripcion del material e identificacion de modelos concretos utilizados en
estos textos escolares, asi como los distintos casos posibles en las operaciones fueron el

centro de la investigacion.

La investigacion de tipo cualitativo esta orientada a la “comprension en profundidad de
fendmenos educativos y sociales, a la transformacion de practica y escenarios socioeducativos,
a la toma de decisiones y también hacia el descubrimiento y desarrollo de un cuerpo

organizado de conocimientos” (Sandin, 2003, pag. 123)

3.2 Seleccib6n de participantes y escenarios.

Se utilizaron los textos desde el aflo 2009 hasta el afio 2018 de las editoriales
Santillana, Galileo y SM para séptimo y octavo afio basico. El periodo de tiempo escogido
responde a que la propuesta ministerial previa a 2009 consideraba la introduccién de los
nameros negativos incluyendo numeros racionales negativos, desde 2009 en adelante se
propone la introduccibn como conjunto de los numeros enteros, siendo este el objeto
matematico sobre el que se desea investigar. Las editoriales seleccionadas para la
investigacion son aquellas que fueron licitadas por el Ministerio de Educacion, la importancia de
trabajar con estos textos y no otros, radica en que al ser los que se entregan de manera
gratuita en todas las escuelas publicas del pais y en las particulares con subvencion del Estado

gue los soliciten, son los textos que llegan a la mayor parte de la poblacion escolar chilena.



3.3 Estrategias de recoleccion de informacién.

Las estrategias de recoleccion de informacion, se desarrollaron en las siguientes 4

etapas de la investigacion:
Etapa |: Seleccion de antecedentes y planteamiento del problema.

Se comienza por la recoleccion y lectura de los antecedentes correspondientes al objeto
matematico, su historia y epistemologia, y otras investigaciones desde la Didactica de la
Matematica.

Etapa Il. Recoleccion del material para analizar

Se recolectan todos los textos de Matematicas entregados por el Ministerio de

Educacion entre los afios 2009 y 2018, para séptimo y octavo afio basico.
Etapa Ill. Establecer criterios de analisis para los textos.

Se crean los criterios necesarios para dar cuenta de la presencia o ausencia de distintos
modelos concretos y casos posibles en cada operacion, la forma en que se trabajan y utilizan.

A partir de esto se disefia la matriz de recoleccién de datos.
Etapa IV. Analisis del contenido de los libros de texto.

El trabajo fue realizado en tres areas: En primer lugar, orden y comparacion, que
corresponde al nivel de séptimo afio basico; en segundo lugar, adicién y sustraccion ensefiados
en el mismo nivel; y en tercer lugar, multiplicaciéon y divisibn propuestas para octavo afio

basico.

En cada una de ellas se identificd en primer lugar, la presencia o ausencia de modelos
concretos, estos modelos fueron clasificados en modelos de desplazamiento y modelos de
neutralizacion en el caso de representacion, adicidn y sustraccion; para el caso de la
multiplicacién y division se clasificaron nombrandolos segun los modelos encontrados en cada
libro. Posteriormente se procedidé al andlisis de cada uno de ellos poniendo de manifiesto
fortalezas y debilidades. Finalmente se analizé la forma en que se presentan y utilizan en las

actividades.



3.4 Recoleccién de datos

Solo se clasificé las secciones que tienen el objetivo de ensefiar el orden y representacion,
la adicion y la sustraccion de numeros enteros, dejando fueras las tareas destinadas a activar
aprendizajes previos, asi como la seccion que utiliza de forma conjunta adicién y sustraccion.
El motivo es que la seccién de activacion de conocimientos previos utiliza solo nameros
naturales, y la que corresponde al uso en conjunto de ambas operaciones no usa modelos

concretos, solo plantea ejercicios.

Lo mismo se realizé para octavo basico, es decir, se clasificaron las actividades destinadas
a ensefiar multiplicaciéon y divisiébn de numeros enteros dejando fuera la secciéon que plantea

operatoria combinada.

Fue clasificado cada problema, ejercicio o calculo.

3.4.1 matrices de recoleccion de datos

Para el disefio de la matriz de recopilacion de datos para los textos escolares
correspondientes a séptimo basico se consideraron cinco casos para la adicién y seis para la
sustraccion, representados con las variables a y b pertenecientes ambas a los numeros

naturales y considerando a menor que b.
Los casos para adicion son: a + b; (-a) + (-b); a - (-a); (-a) + b; a + (-b).
Para la sustraccion los casos son: b — a; a— b; (-b) — (-a); (-a) — (-b); a— (-b); -a—b

La informacién y actividades propuestas en los libros analizados fueron separadas en
actividades desarrolladas: que corresponden a ejemplos o en algunos casos a actividades
guiadas que pretenden interactuar con el estudiante indicando paso a paso lo que deben hacer
y mostrando cual es la respuesta correcta a cada pregunta, haciendo participe al estudiante en
la construccion del ejemplo. Y en actividades por desarrollar: con las cuales el estudiante

puede construir su aprendizaje o ejercitar segun sea el caso.

También se clasific6 cada actividad en modelos concretos, desde la perspectiva
propuesta por Eva Cid, y modelos matematicos, a su vez dentro de estos modelos se separd

en modos de representacion concretos, pictéricos y simbolicos.



La importancia de distinguir entre los distintos casos posibles para una operacion y
cruzar esa informacion con el modelo y modo de representacién utilizado, radica en que cada
caso se comporta de una manera diferente, por lo tanto, una misma representaciéon puede ser

pertinente para un caso y para otro no.

Dentro de los modelos matematicos se clasificO lo que corresponde a operatoria,
operatoria con patrones y a problemas que se plantean en situaciones puramente matematicas,

todos correspondientes al modo de representacion simbdlico.

Dentro de los modelos concretos se consideran todas aquellas representaciones que
utilizan material manipulable fisicamente, las imagenes sin lenguaje matematico, la recta

numeérica y los problemas contextualizados con situaciones cotidianas.

Para el disefio de la matriz de recoleccion de datos usada para los libros de octavo
béasico, se consideraron distintos casos posibles para la multiplicacion y division de nimeros
enteros, se dej6 fuera las operaciones de adicion y sustraccidon que no estan presentes en

estos textos pues son objeto de estudio para el nivel anterior (séptimo bésico).

Los casos posibles fueron clasificados en cinco distintos para cada operacion y fueron
representados con las variables a y b, pertenecientes ambas a los nimeros naturales, asi la
multiplicacién quedoé clasificada en: el primer factor positivo y el segundo negativo (a - -b); el
primer factor negativo y el segundo positivo (-a - b); ambos factores negativos (-a - -b); ambos
factores positivos (a - b); y finalmente cero en uno de sus factores (a - 0 6 —a - 0). Para la
divisién la clasificacion fue hecha de a siguiente manera: dividendo negativo y divisor positivo (-
a : b); dividendo positivo y divisor negativo (a : -b); dividendo y divisor negativos (-a : -b);
dividendo y divisor positivos (a : b); dividendo cero y divisor positivo o negativo (0:a 6 0 : -a).

Para los modelos utilizados en las operaciones de multiplicacién y divisién se utilizaron

los mismos nombres que aparecen en los textos escolares.
Como modelo concreto con representacion concreta se clasificaron:

e Fichas bicolores: corresponde a fichas en las que un color representa una unidad

negativa y el otro color representa una unidad positiva.



Discos matematicos: es un sistema de engranajes que muestra cémo al girar en un
sentido arbitrariamente positivo o negativo va cambiando el signo del producto que se
obtiene dependiendo de la cantidad de factores (discos).

Tarjetas rectangulares: es similar a las fichas bicolor, cada tarjeta representa por una de
sus caras una unidad positiva y por la otra una unidad negativa.

Como modelo concreto de representacion pictérica fueron clasificadas fichas bicolor y
tarjetas rectangulares que solo aparecen en imagenes sin invitar a hacer su uso en
forma fisica.

Como modelo concreto de representacion simbdlica, se consider6 la recta numérica y
papeles de dos colores, el primero es una imagen y el segun un material fisico, sin
embargo, fueron clasificados como modo de representacion simbolico por el lenguaje
matematico utilizado en ellos. También dentro de los modelos concretos de
representacion simbdlica estdn todos los problemas de planteo que son

contextualizados en situaciones cotidianas.



Codigo: 7g14-15

Matriz Séptimo Basico

Ordeny representacion

Adicion

Sustraccion

Frecuencia atjPorcentaje

Actividades a

Actividades desarrolladas o guiadas

Actividades a desarrollar

Actividades desarrolladas o guiadas

Actividades a desarrollar

ath

(-a) +(-b)

at(a)

[-a)+b

at(h)

(-a)+(-b)

at(a)

(-a)+b

at(-h)

b-a

a-b | (-b)-(-a) | (-a)-(-b) | a(h)

(a)-b

(-b)-(-a) | (a)-(b)

a-(-b)

(a)-b

Modelos concretos

Modo de rep.
Concreto
Neutralizacion

Fichas bicolor

Neutralizacion

Fichas bicolor

conceptos
econdmicos

Otros

Modo de rep. Pictérico

desplazamiento

Huso horario

Temperaturas

Altitudes

Recta numérica

Neutralizacién

conceptos
economicos

puntajes

Situacion cotidiana

Desplazamiento

Temperaturas

Altitudes

modelos matematicos

Modo de reprsentacién simbdlico

Operatoria

situacion
matematica

Total




Matriz Octavo Béasico

Codigo: 8g14

Multiplicacion

Division

Actividades desarrolladas

Actividades por desarrollar

Actividades desarrolladas

Actividades por desarrollar

a-(-b)

(-a)-b |(-a)-(-b)[ a-b

0-a

a-(-b)

(-a)-b |(-a)-(-b)| a-b

(-a):b

a:(-b)

(-a):(-b)| a:b

0:(-a)60:a

(-a):b

a:(-b)

(-a):(-b)| a:b

0:(-a)60:a

Modelos concretos

Fichas bicolor

Discos mateméticos

Tarjetas rectangulares

Modo de repres. pictdorico |Modo de repr. concret

Fichas bicolor

Tarjetas rectangulares

Matematico

Modo de representacién simbdlco

Situacién cotidiana

Recta numérica

Papeles de colores

Temperaturas

Precipitaciones

Conceptos econdminos

Puntajes

Alturas

Poblacién animal

Virus computacionales

Ley de coulomb

Situacion matematica

Patrones

Operatoria




publicacion, titulo, autores, editorial y el codigo con el que son identificados durante el analisis.

A continuacion, se presenta la identificacién de cada texto analizado, mostrando afio de

CAPITULO 4:

ANANLISIS DE LOS DATOS OBTENIDOS

4.1 Matriz de identificacién

Identificacion

Nivel

Afo

Titulo

Autores

Editorial

Cddigo

70

2009-2013

Matematica

Javiera Setz Mena.
Florencia Darrigrandi Navarro.

Santillana

7s09-13

2014 -

2015

Matematica

Jennie M. Bennett, Edward B.
Burger, David J. Chard,
Earlene

J. Hall, Paul A. Kennedy,
Freddie L. Renfro, Tom W.
Roby, Janet K.

Scheer & Bert k. Waits.

Galileo

7914-15

2016 -

2018

Matematica

Richard Merino Leyton
Veronica Mufioz Correa
Bernardita Pérez Ureta
Pedro Rupin Gutiérrez

Sm

7sm16-
18

80

2009-
2010

Matematica

Rossana Herrera Concha
Francisco Rojas Sateler

Santillana

8s09-10

2012

Matematica

Pablo Le6n Velasco
Paula Olivares Mufioz
Paz Parra Riveros

mn

8mnl2

2011-2013

Matematica

Eduardo Bérquez Avendafio
Florencia Darrigrandi Navarro
Mario Zafiartu Navarro

Santillana

8s11-13

2014

Matematica

Jennie M. Bennett, Edward B.
Burger, David J. Chard,
Earlene

J. Hall, Paul A. Kennedy,
Freddie L. Renfro, Tom W.
Roby, Janet K.

Scheer & Bert k. Waits.

Galileo

8914

2015-2018

Matematica

Daniel Catalan Navarrete
Bernardita Pérez Ureta
Camila Prieto Cérdoba
Pedro Rupin Gutiérrez

sm

8sm15-
18




Las matrices de recoleccion de datos se encuentran en los anexos de esta
investigacion. Para los analisis se ha elaborado tablas que resumen la informacién recogida por

cada matriz.

4.2 Anélisis 7s09-13

A continuacion, se presenta la clasificacion de actividades propuestas por el texto:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar

7s09-13

Casos

a+b M. simbdlico | Recta numer. |1 | M. simbdlico | Recta numer. | 3
M. simbélico | Operatoria 4

(-a) + (-b) | —mmmmmmmm s | e 0 | M. simbdlico | Recta numer. | 4
M. simbdlico | Operatoria 9

a+(-a) M. simbdlico | Recta numer. |1 | M. simbdlico | Recta numer. | 1
M. simbdlico | Operatoria 9

(-ka)+b e B 0 | M. simbdlico | Recta numer. | 4
M. simbélico | Operatoria 11
M. simbdlico | St. Cotidiana | 2

a+(-b) M. simbdlico | Recta numer. |1 | M. simbdlico | Recta numer. | 1
M. simbélico | Operatoria 8
M. simbdlico | St. Cotidiana | 1

En este texto el 100% de las actividades propuestas estan representadas en modo de
representacion simbdlico, perteneciendo el 31,7% de estas a modelos concretos. En este texto
solo se utilizan dos tipos de modelos concretos: problemas contextualizados en situaciones
cotidianas, que corresponden a un 16% de los modelos concretos; el 84% corresponde a

actividades en las que es utilizada la recta numérica.

Las actividades desarrolladas como ejemplo para presentar los casos de la adicion son
modelos concretos correspondientes a recta numérica que no presentan los casos en que
ambos sumandos son negativos, ni cuando el sumando de menor valor absoluto es negativo y
el otro positivo, sin embargo, en las actividades a desarrollar se espera que los estudiantes

puedan representar todos los casos usando recta numeérica.

Presenta la adicion entre nimeros enteros con el caso en que ambos sumandos son

positivos, modelando una situacion cotidiana con ayuda de la recta numérica.



llustracion 5: Ejemplo adicion entre nimeros positivos con recta numeérica

En un campeonato de futbol, el 7° A gand el primer partido con un
marcador de 2 goles a favor.

El partido siguiente lo gané también, esta vez con 3 goles a favor.
¢Cuantos goles a favor lleva en total?

Esto lo escribimos asi: 2 +3 =5 ) 3

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Continta presentando el caso en que en sumando de menor valor absoluto es positivo y

el otro es negativo:

llustraciéon 6: Ejemplo adicién entre nimeros de distinto signo con recta numérica

En el siguiente partido, el equipo tuvo peor suerte y perdié por
7 goles en contra. ;Cudl es la diferencia de goles para este equipo,
hasta el momento?

Lo expresamos asi: 5 + (-7) = -2 3

5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Para terminar con el caso donde ambos sumandos son negativos:

llustracion 7: ejemplo adicién entre nimeros negativos con recta numérica

En el altimo partido, aun afectados por la derrota anterior, volvieron
a perder, esta vez por 2 goles en contra. ;Cual es, finalmente,
la diferencia de goles para este equipo?

Lo indicamos asi (-2) + (-2) =4 2 )

N

4 -7 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2




En estos tres casos el modelo concreto cumple con su doble funcién, permite mostrar y

justificar el comportamiento de la adicion de enteros, ademas de facilitar su reconstruccion.

La sustraccion es ensefiada a través de las siguientes actividades:

Cddigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar

7s09-13

Casos

b-a - 0 | M. Simbdlico | St. cotidiana | 3
M. Simbdlico | Operatoria 1

a-b |- 0 | M. Simbdlico | Operatoria 1

(@) R ) i e —— 0 | M. Simbdlico | Operatoria 3

(-a) — (-b) | M. simbdlico | Rectanumer. |1 | M. Simbdlico | Recta numer. | 6
M. Simbdlico | Operatoria 2

a—(-b) M. simbdlico | St. cotidiana |1 | M. Simbdlico | Operatoria 10

= el ¢ I B el 0 | M. Simbdlico | Recta numer. |1
M. Simbdlico | St. cotidiana | 3
M. Simbdlico | Operatoria 10

El 100% de las representaciones utilizadas para ensefar la sustraccién se presentan en
modo simbolico, de ellas el 35,7% corresponde a modelos concretos propuestos en dos

formas: recta numérica y problema contextualizado en situacion cotidiana.

Este texto utiliza tanto para adicion como para la sustraccion los mismos dos modelos
concretos, sin embargo, la recta numérica tiene mucha mas presencia para la adicion que para
la sustraccion, en el segundo caso el 53,3% de las actividades se resuelve a través del uso de
la recta numérica, dando paso que a los problemas contextualizados en situaciones cotidianas
ocupen un 46,7 %. Esto se debe a que son menos los casos de la sustracciébn que se
representan usando la recta numérica, solo uno de ellos es mostrado en las actividades

desarrolladas y se agrega un caso mas en las actividades por desarrollar.

Las actividades inician con ejemplos en que el sustraendo es negativo, pide a los
estudiantes pensar en la operacion inversa preguntandose ¢Qué numero deben sumar al
sustraendo para obtener el minuendo? A través de este ejemplo, se establece que en este caso
se debe sumar al minuendo el opuesto del sustraendo, como se muestra en la siguiente

imagen.



llustracién 8: Enunciacién regla resta nimeros enteros

rﬁ NO OLVIDES QUE...

* Para restar dos numeros enteros, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.
Ejemplos:

A-(-1)=-4+(+1)=-3 ~3-7=-3+(-7)=-10

En general, si ay b son numeros enteros, se cumple que:

a-b=a+(-b)

Posteriormente solicita a los estudiantes usar la recta numérica para resolver este tipo
de sustracciones, sin embargo, no lo plantea como una sustraccion, si no como un caso mas

de adicion. Lo que deja de manifiesto, que este modelo no puede representar este casos de la
sustraccion.

llustracion 9: Ejemplo sustraccién con recta numérica
Resuelve las siguientes sustracciones utilizando la recta numérica. Observa el ejemplo.

+4
3-(4)=-3+4 : : M - 3-(-4)=1

a) -5-(3) = ) -5-(-1= e)-9-2=

b)—7-5= d)-5-8= f) —4-(-8) =

Lo que sigue son actividades a desarrollar, en su mayoria operatoria y algunos
problemas de planteo contextualizados en situaciones cotidianas, estas Ultimas, al igual que

para adicion, son problemas que pueden ser planteados con nimeros naturales.



4.3 Analisis 7g14-15

A continuacién, se presenta la clasificacion de actividades propuestas para la
ensefianza de la adicion en el texto 7g14-15.

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar

7914-15

Casos

a+b M. Pictorico Fichas bicolor | 1 | M. Simbdlico | Recta numér. | 2
M. Simbdlico | Operatoria 3

(-a) + (-b) | M. Pictérico Fichas bicolor | 1 | M. Simbélico | Recta numer. | 3
M. Simbdlico | Operatoria 11

a+(-a) M. Simbdlico | Operatoria 1 | M. Simbdlico | Operatoria 4

(Fa)+ b | e | - 0 | M. Pictérico | Temperatura |1
M. Simbdlico | St. Cotidiana | 2
M. Simbdlico | Recta numer. | 4
M. Simbdlico | Operatoria 6

a+(-b) | - | 0 | M. Pictérico | Temperatura |1
M. Simbdlico | St. Cotidiana | 2
M. Simbdlico | Recta numer. | 4
M. Simbdlico | Operatoria 15

El texto utiliza el modo de representacion pictérico para explicar dos de los casos de la
adicion a través de las fichas bicolor, sin embargo, no considera este recurso para las

actividades que se proponen para ser desarrolladas por los estudiantes.

Por otra parte, no muestra ninguno de los casos utilizando recta numérica y pide
represe ntar con este modelo todos los casos en las actividades por desarrollar, su uso

corresponde a mas del 22% del total de actividades.

Hay presencia de modo de representacién pictorico, pero solo es un 3% dejando el

97% restante en modo de representacion simbdlico.

Los ejemplos en los que se usa las fichas bicolor, son acompafiados de una indicacién
gue pide a los estudiantes calcular la adicion basandose en el valor absoluto de los sumando,
esto genera que la representacion pictérica utilizada sea prescindible y pierda su valor como

modelo que permita a los estudiantes generar una imagen mental de la nocion.



llustracion 10: Actividad con fichas bicolor

Sumar enteros usando valores absolutos

Halla cada suma. Puedes usar fichas de colores: cada ficha amarilla
representa +1 y cada ficha roja representa -1.
A -7+4
Los signos son los mismos. Halla la suma
de los valores absolutos.

—7 + (=4 Razona: 7 + 4= 11. ‘......
-11 Usa el signo de los
dos enteros. . . . .
B -8+6
Los signos son diferentes. Halla la diferencia de los valores absolutos.

_8+6 Razona: 8 — 6 =2. ...... .

-2 Usa el signo del entero
con el mayor valor
absoluto.

Como se puede observar en la imagen, se explica lo que cada color de ficha
representa (amarillo 1 y rojo -1) pero no explica cémo operar con ellas, no deja claro que dos
de distinto color se neutralizan, por lo que la manera en que los estudiantes pueden resolver
esta situacion haciendo correctamente el célculo, es que conozcan con anterioridad cémo
operar con niUmeros enteros o se apeguen rigurosamente a la indicacién de regirse por el valor
absoluto de los numeros. Esta indicacién parte con la palabra “razona” sin embargo, lo que le
sigue es un mandato, mostrando una incongruencia entre lo que se espera lograr con la
actividad y lo que realmente genera, razonamiento versus mecanizacion. Es la enunciacién de
una regla sin explicacion, disfrazada a través de una representacion icénica aislada, de

construccion de aprendizaje.



Las actividades usadas para ensefiar la sustraccion de nuameros enteros fueron

clasificadas en el siguiente cuadro:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
7s14-15
Casos
b-a M. simbdlico | St. Cotidiana |1 | M. simbdlico | Operatoria 2
M. simbdlico | Operatoria 2
a-»b M. simbdlico | Rectanumer. | 1 | M. simbdlico | Recta numer. | 2
M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | St. cotidiana | 1
M. simbélico | Operatoria 6
(-b) = (-a) | M. simbélico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 3
(-a) = (-b) | mmmmmmmmmmmmmmmn | e 0 | M. simbdlico | Recta numer. | 3
M. simbdlico | Operatoria 5
a—(-b) M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Recta numer. | 5
M. simbdlico | Rectanumer. | 1 | M. simbdlico | St. cotidiana | 6
M. simbélico | Operatoria 4
-a-b M. simbdlico | Operatoria 2 | M. simbdlico | Recta numer. | 3
M. simbdlico | Rectanumer. | 1 | M. simbdlico | Operatoria 8

El 100% de las actividades propuestas para la sustraccién de nimeros enteros estan
representadas de modo simbdlico, el 40% de ellas corresponde a dos modelos concretos:
problema contextualizado en una situacion cotidiana y recta numérica, siendo la recta numérica

la que tiene mayor presencia.

Las actividades desarrolladas que ejemplifican tres casos de la sustraccién con recta
numeérica, indican que es necesario ubicarse en el cero, agregar el minuendo y luego moverse
a la izquierda las unidades que indique el sustraendo en el caso de ser positivo, pero si el
sustraendo es negativo indica que se deben mover a la derecha sin ofrecer una justificacion

para esto, como se muestra en la siguiente imagen:



llustracién 11: Ejemplo sustraccidn con recta numérica

2 —(=3)
3 (=) Empieza en 0. Muévete 2
e ey S P S L i unidades hacia la derecha.
T AL L L R R I T R T R E B A iz
-3-2-1 0 1 2 4 5 6 7 Para restar —3, muévete
hacia la derecha.
2-(-3)=5

4.4 Analisis 7s16-18

El siguiente cuadro muestra clasificadas las actividades usadas en el texto 7sm16-18

para la ensefianza de la adicion:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
7sm16-
18
Casos
a+b M. simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | St. 1
numer. matematica
(-a) + (-b) | M. simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | Recta numer. | 2
numer. M. simbdlico | Operatoria 21
M. simbdlico | St. 1
matematica
a+(-a) M. pictérico Fichas 1 | M. simbdlico | Operatoria 4
bicolor
M. simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | St. 1
numer. matematica
(-a)+b M. pictérico Fichas 1 | M. simbdlico | Recta numer. |5
bicolor
M. simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | St. cotidiana | 3
numer. M. simbdlico | Operatoria 5
a+ (-b) M. pictérico Fichas 1 | M. simbdlico | Recta numer. | 2
bicolor
M. simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | St. cotidiana | 3
numer. M. simbdlico | Operatoria 5

Este libro plantea la mayor parte de sus actividades (95%) en modo de representacion
simbdlico, incluyendo modelos concretos en forma de problemas de planteo contextualizados

en una situacién cotidiana y recta numérica. También propone una actividad en modo de



representacion concreto, usando el recurso de las fichas bicolor, pero dicha actividad no fue

contabilizada para cada caso de la adicién porque esto variard para cada estudiante.

El trabajo con las fichas bicolor se propone como un juego en parejas, para el cual se

dan las siguientes indicaciones:

llustracion 12: Indicacion juego con fichas bicolor

Cada participante juega con fichas de un solo color: |as rojas representan los
numeros negativos y las azules, los positivos.

Ambos jugadores lanzan los dados por turnos, toman tantas fichas de su color
como los dados lo indiquen y las colocan sobre la mesa.

Las fichas se iran descartando de a pares, una azul con una roja, y las sobrantes
en la mesa se las llevara el jugador al que le corresponde el color de |as fichas.

Gana el participante que obtenga la mayor cantidad de fichas, por ejemplo:

Segun Eva Cid, para justificar el orden de los nUmeros enteros es necesario considerar
una valoracion moral que establezca que el sentido positivo es mejor que el negativo, por lo
tanto, “es mejor” tener ganancias que pérdidas o puntos a favor que en contra. Desde esta
perspectiva deberia considerarse “mejor” tener fichas azules que fichas rojas. El problema se
genera si gana el jugador que tiene las fichas rojas, por ejemplo, al terminar el juego puede
guedar un jugador con 5 fichas azules y el otro con 6 rojas, segun las indicaciones el ganador
es el que tiene 6 fichas, hasta ahi el juego es claro, sin embargo, el objetivo de utilizar un
modelo concreto es dar sentido a los nimeros negativos Y justificar sus reglas de calculo. Es
dificil que los estudiantes acepten que el ganador del juego tiene una cantidad de fichas que
representa un nimero menor que el que representan la cantidad de fichas que tuvo quien

perdio el juego.

Las fichas de dos colores son un recurso de representacion concreta que permite
justificar y reconstruir las reglas de calculo de la adicion de nimeros enteros, sin embargo, la
forma en que se plantea este juego puede confundir a los estudiantes en relacion al orden de
este conjunto numérico e incluso en la interpretacion de la informacién en caso de

contextualizar un problema en situacién cotidiana.

Por otra parte, el uso del modo de representacion concreto, debe actuar en conjunto con

el pictérico y el simbdlico, ya que su fin Ultimo es permitir el transito entre las tres



representaciones para que el estudiante pueda comprender de forma mas amplia la nocion
matematica estudiada. En este caso, se muestra una representacion pictérica de las fichas
bicolor, aunque no se pide al estudiante desarrollar alguna actividad en este modo de
representacion. Respecto a la representacion simbdlica, la actividad no intenciona que se haga
una conexioén con las otras representaciones, el titulo indica que se trabajara con sumandos,
pero no se ofrece ninguna otra informacién o explicacion que ayude a consolidar la idea de que
se estan resolviendo adiciones, si no es guiada atentamente por el profesor, esta actividad
puede no aportar a la comprension de la adicion de niUmeros enteros y ser considerada por los

estudiantes solo como un juego.

Las actividades propuestas para la ensefianza de la sustraccibn con nidmeros enteros

fueron clasificadas de la siguiente manera:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
7sm16.18
Casos
b-a M. sim/pict. St. cotidiana | 1 | M. simbdlico St. cotidiana 3
M. simbdlico | Recta numer. | 1 | M. simbdlico Operatoria 20
M. simbdlico | Operatoria 1
a-b M. simbdlico | Recta numer. | 3 | M. simbdlico St. cotidiana 1
M. simbélico | Operatoria 1 | M. simbdlico Recta numer. 3
M. simbdlico Operatoria 5
M. simbdlico St. matematica | 2
(-b) — (-a) | M. simbdlico | Recta numer. |1 0
M. simbélico | Operatoria 1 0
(-a) — (-b) | M. simbdlico | Recta numer. | 1 | M. simbdlico Recta numer. 3
M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico Operatoria 5
a—(-b) | - | s 0 | M. simbdlico Operatoria 8
- il T el R —— 0 | M. simbdlico Operatoria 4
El 100% de las actividades tanto desarrolladas como por desarrollar

representadas de manera simbdlica, el modelo concreto mas utilizado es la recta numérica con

un 18% de presencia.

Comienza con un problema contextualizado situacion cotidiana de altura y profundidad,
representada también de manera pictorica. En base a este problema se pide calcular una
sustraccion entre dos numeros positivos con resultado positivo y otra entre dos numeros

positivos con resultado negativo.



Luego presenta cuatro casos de la sustraccién con recta numérica, acompafado de la
operaciébn que corresponde a cada uno, también representados simbdlicamente como la

adicion del inverso aditivo.

Luego indica cémo resolver estas sustracciones sin usar el modelo concreto, como se

muestra en la siguiente imagen:

llustracion 13: Instruccion para restar nUmeros enteros

VgPara

* |3 resta de nimeros enteros se cbtiene sumando al
minuendo el inverso aditivo del sustraendo.

* |asustracciony la adicion de numeros enteros se
pueden combinar para generar una operacion
combinada. En este caso, puedes:

= Transformar las sustracciones en adiciones.

= Operar de izquierda a derecha.

Posteriormente se presentan actividades a desarrollar con recta numérica, operatoria y

problemas de planteo contextualizados en situaciones cotidianas.

4.5 andlisis 8s09-10

El texto 8s09-10 comienza planteando una situacion de virus computacionales a través
de la cual se presentan resueltos los casos de la multiplicacion que corresponde a: el primer
factor positivo y el segundo negativo (a - -b); el primer factor negativo y el segundo positivo (-a -
b); ambos factores negativos (-a - -b); ambos factores positivos (a - b). Inmediatamente
después presentan un cuadro con una regla general para multiplicar niUmeros enteros y una

imagen que muestra cémo se relacionarian las distintas combinaciones de signos.

Posteriormente se presentan operaciones para resolver, que involucran los cuatro casos
expuestos a través de los problemas de virus computacionales e incluye el caso en el que uno
de los factores es cero, asumiendo que la propiedad del elemento neutro aplicada a la
multiplicacién entre ndmeros naturales, se aplica por extensién en la multiplicacién entre

nameros enteros sin mayor explicacion.



Luego propone problemas de planteo contextualizados en situaciones cotidianas de
puntajes y temperaturas. A continuacion, se muestra un cuadro resumen con las actividades

propuestas en el texto:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar

8s09-10

Casos

-a-b M. simbdlico | Virus PC 1 | M. simbdlico | Temperatura |1
Operatoria 6

a--b M. simbdlico | Virus PC 1 | M. simbdlico | Temperatura |1
Puntajes 2
Operatoria 4

-a--b M. simbdlico | Virus PC 1 | M. simbdlico | Operatoria 8

a-b M. simbdlico | Virus PC 1 | M. simbdlico | Temperatura | 2
Puntaje 2
Operatoria 3

0-a 0 | M. simbdlico | Operatoria 2

La ensefianza de la divisibn comienza presentando una regla, acompafada de un
cuadro similar al presentado para la multiplicacién y cuatro ejemplos correspondientes a la
operatoria con los casos: dividendo negativo y divisor positivo (-a : b); dividendo positivo y
divisor negativo (a : -b); dividendo y divisor negativos (-a : -b); dividendo y divisor positivos (a :

b). Dejando fuera el caso en el que el dividendo es cero.

Continla solo con operaciones para practicar y no propone ningun problema de planteo,
por lo que la Unica presencia de modelos concretos que se puede observar en el apartado de la

multiplicacién, desaparece en el de la division.

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8s09-10

Casos

-a:b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 6
a:-b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 13
-a:-b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 7
a:b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 4
0:a - 0 | M. simbdlico | Operatoria 0

El texto propone Unicamente actividades representadas en modo simbdlico,
principalmente operaciones. Al excluir los modos de representacién concreto y pictorico, no
permite el desarrollo de una imagen mental del objeto estudiado, ni que los estudiantes puedan
hacer conexiones entre sus este y sus experiencias, por lo que el trabajo con nimeros enteros

se reduce a la memorizacion de una regla y su aplicacion en ejercicios.



A partir de un problema sobre gastos de un hogar (luz, gas, etc.), se muestra la division
entre dividendo negativo y divisor positivo, para dan paso inmediatamente a la presentacién de

la regla para dividir nUmeros enteros. Posteriormente solo aparecen operaciones para practicar.

4.6 Analisis 8mn12

A continuacion, se presenta un resumen de las actividades propuesta para la

multiplicacién de nimeros enteros en el texto 8mn12

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8mnl2

Casos

-a'b M. simbdlico | St. cotidiana | 1 | M. simbdlico | Temperatura | 2

M. simbdlico | Operatoria 10

a--b - 0 | M. simbdlico | Operatoria 6
-a--b M. simbdlico | St. cotidiana | 1 | M. simbdlico | Operatoria 8
a-b - 0 | M. simbdlico | Operatoria 6
0-a - 0 0

Se ejemplifican dos casos de la multiplicacion usando modelos concretos en forma de
problemas de planteo contextualizados en una situacién cotidiana, el primer ejemplo
corresponde al caso del primer factor positivo y el segundo negativo, mientras que el segundo
ejemplo corresponde al caso en el que los dos factores son negativos. El 94% de las

actividades por desarrollar corresponde a operatoria.

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8mnl2

Casos

;b | e | e 0 | M. simbdlico | Operatoria 2
a:-b | e | 0 | M. simbdlico | Operatoria 4
-a:-b M. simbdlico | St. Cotidiana | 1 | M. simbdlico | Operatoria 6
= Il o B B el B 0 | M. simbdlico | Operatoria 6
T el e — 0 0




Con la division ocurre los mismo, se presenta un problema de planteo contextualizado
en una situacion cotidiana y luego se presentan operaciones para practicar. El 100% de las

actividades a desarrollar son operaciones.

La multiplicacion y divisibn se presentan en forma conjunta, a partir del mismo
problema, se ejemplifica cada caso a, excepto los casos en los que se involucra el cero y une
los casos en los que se multiplica o divide numeros de distinto signo enunciando

inmediatamente la regla.

4.7 Analisis 8s11-13

Las actividades propuestas en este texto son presentadas en la siguiente tabla:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar

8s11-13

Casos

-a'b M. simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | Papel color 1

numer. M. simbdlico | Operatoria 12

a--b M. simbdlico | Puntajes 1 | M. simbdlico | Papel color 1
M. simbdlico | Operatoria 9

-a--b M. simbdlico | Puntajes 1 | M. simbdlico | Papel color 1
M. simbdlico | Operatoria 9

a-b M. simbdlico | Puntajes 1 | M. simbdlico | Papel color 1
M. simbdlico | Operatoria 3

0-a M. simbdlico | Puntajes 1 | M. simbdlico | Operatoria 1

El texto presenta ejemplos para todos los casos considerados en esta investigacion
para la multiplicacion de numeros enteros, todos los ejemplos corresponden a modelos
concretos representados de forma simbdlica. El uso de un modelo concreto puede hacer méas
familiar o cercana la Matemética a los estudiantes, considerando que dependiendo del caso el
modelo puede ser mas 0 menos pertinente, mas adelante se analizara la pertinencia de estos

dependiendo del caso que pretenden modelar.

Con respecto a los modos de representacion solo se utiliza el simbdlico, por lo que no

hay exploracion, ni trabajo colaborativo, solo se debe aplicar lo ensefiado.

El texto comienza la unidad de multiplicacion de nimeros enteros con un ejemplo

resuelto a través del uso de la recta numérica y como una suma iterada par el caso del primer



factor positivo y el segundo negativo, indicando que el segundo factor es el que determina la
cantidad de veces que se repite el primero como sumando.

Para la operacién (—14) « 5 propone el siguiente modelo:

llustracién 14: ejemplo multiplicacion con recta numérica

Podemos calcular (-14) + (-14) + (-14) + (-14) + (-14) apoyandonos
en la recta numérica:

-56 —42 +28 -14
-80 -/0 60 -50 40 =30 =20 -10 0 10
Después explica que en caso de querer resolver la operacién (-5) - 14 se debe aplicar la

propiedad conmutativa de la multiplicacion y la presenta en el siguiente cuadro:

llustracién 15: propiedad conmutativa de la multiplicacion

Propiedad conmutativa de la
multiplicacion:
asb=bea,conayb
numeros enteros.

Con esto evita presentar realmente el caso en el que el primer factor es positivo y el
segundo es negativo, ya que no podria representarse de la misma manera en la recta
numeérica, agregaria dificultad el decir que se debe realizar la accion opuesta a afiadir catorce
veces cinco, por esto se escoge invitar a los estudiantes a usar en este caso la propiedad
conmutativa de la multiplicacion, el problema es que se intenta eliminar el segundo caso

mostrandolo solo en funcién del primero, sin aclarar que son dos casos diferentes.



llustracion 16: indicacion para multiplicar nGmeros enteros

* Para multiplicar un nimero natural por un nimero entero negativo, la expresion se puede
escribir como una adicion iterada de sumandos iguales y, luego, calcular la operacién.
Ejemplos: (-12)+3=(-12) + (-12) + (-12)=-12-12-12=-36

2:(-N)=(7)2=(TN+(7N=-T-7=-14

Posteriormente plantea un problema contextualizados en situaciones cotidianas donde
muestra, a través de puntajes obtenidos por distintos personajes, los otros casos posibles de la
multiplicacién, incluyendo cuando uno de los factores es cero. Nuevamente usando los casos —

a-byb - -acomo sise tratara del mismo.

llustracion 17: ejemplo multiplicacibn nUmeros enteros

La expresion que permite calcular con cuantos puntos terminé
Cristian al final de las 5 etapas, si obtuvo —10 en cada una es:

(-10) - 5 = -50, o bien: 5 « (-10) = -50. Por lo tanto, Cristidn termind
con =50 puntos al final del juego.

No existe una representacion en modo pictérico que permita mostrar ambos casos de
manera idéntica, incluso en modo simbdlico representado como una suma iterada no son
idénticos, en un caso el sumando es -10 y en el otro es 5. En la situacion planteada el jugador
.curso cinco etapas en las que obtuvo el mismo puntaje (-10) por lo que su puntaje final debe
entenderse como la suma del puntaje obtenido en cada etapa, es decir, 5 veces -10 y no puede
interpretarse en la realidad, que es donde nos pretende acercar este modelo, como que cursé -

10 etapas obteniendo 5 puntos en cada una.

Para mostrar la multiplicacién entre dos ndimeros negativos se propone la siguiente

situacion:

llustracion 18: ejemplo multiplicacion entre nimeros enteros

La expresién que permite determinar cuéntos puntos obtuvo
Alejandra en las 2 ultimas etapas, si en cada una obtuvo (-12) puntos,
es: (-12) « 2 =-24 puntos. Entonces, al no jugar las ultimas dos
etapas dejo de perder 24 puntos. La expresion matematica en este
caso, considerando que representaremos con (-2) a las dos etapas
que no jugo, es: (-12) « (-2) = 24.

Notemos que (-12) « (-2) =12 .2 = 24.



Esta manera de representar la multiplicacion entre dos nimeros negativos es descrita
por Gémez como una modelizacion intuitiva que prepara al estudiante para aceptar que el
resultado es razonable, sin embargo, no ofrece informacion acerca de la necesidad matemética

de que el resultado sea el obtenido.

Finalmente, establece una regla para la multiplicacion acompafiada de un cuadro que
muestra el signo del producto dependiendo de las distintas combinaciones que puedan

generarse.

Este texto presenta mediante modelos concretos todos los casos de la multiplicacion
considerados para esta investigacion, tanto en actividades desarrolladas a modo de ejemplo

como en las que propone para practica.

llustracion 19: regla de los signos

No olvides que...

» Para cualquier nimero entero a, se tienequea+0=0.a=0.

» Para multiplicar numeros enteros, se deben multiplicar sus valores absolutos y al resultado
anteponer el signo + si los factores tienen el mismo signo, o el signo - si tienen distinto signo.
* Latabla que se muestra a la derecha te permite recordar la regla de los signos.
* Al multiplicar dos nimeros que tienen igual signo, Signo del | Signodel | Signo del
el resultado es positivo. Por ejemplo: 1o factor = 2°factor = producto
+ + +

(+5) * (+7) = +35 (-6) + (-2) = +12

* Al multiplicar dos nimeros que tienen diferente signo, - - +
el resultado es negativo. Por ejemplo: + _ _
(+8) « (-9) =-72 (-6) « (+4) =-24

— + —

Para la operacion de division se presenta a continuacion un cuadro de resumen de las

actividades que se plantean en el texto.

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8s11-13
Casos
-;a:b M. simbdlico | St. cotidiana | 1 | M. simbdlico | Papel color 1
Operatoria 1 | M. simbdlico | St. 1
Matematica
M. simbdlico | Operatoria 7




a:-b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Papel color 1
M. simbdlico | Operatoria 10
-a:-b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Papel color 1
M. simbdlico | St. 1
Matematica
M. simbdlico | Operatoria 10
a:b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Papel color 1
M. simbdlico | St. 2
Matematica
M. simbdlico | Operatoria 12
0:a - 0 0

Para la ensefianza de la division de numeros enteros se presenta solo un modelo
concreto en forma de problema de planteo contextualizado en una situacion cotidiana, siendo
utilizado para ejemplificar el caso en el que el dividendo es negativo y el divisor es positivo. Los
demas casos son ejemplificados mediante una operacion y deja fuera el caso en el que el

divisor es cero. Solo se utiliza el modo de representacion simbalico.

4.8 Andlisis 8g14

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8g14
Casos
-a'b M. pictérico Fichas 2 | M. concreto | Fichas bicolor | 5
bicolor
1 | M. simbdlico | Recta numer. | 10
M. simbdlico | Operatoria M. simbdlico | Operatoria 27
a--b M. simbdlico | St. cotidiana | 3 | M. simbdlico | Recta numer. | 19
M. simbdlico | Patrones 1 | M. simbdlico | Operatoria 27
M. simbdlico | Operatoria 1 12
M. simbdlico | Recta 2 | M concreto Fichas bicolor
numer.
-a--b M. simbdlico | Operatoria 1 21
M. simbdlico | Patrones 1 | M. simbdlico | Operatoria
a- M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 13
0- M. simbdlico | Operatoria | 1 | M. simbdlico | Operatoria 3

El texto utiliza modelos concretos para ensefar la multiplicacién entre nUmeros enteros,
estos modelos son representados de modo concreto, pictorico y simbdlico, por lo que permite el
transito entre un modo de representacion y otro. Muestra con una operacion de ejemplo el caso

en el que uno de los factores es cero e incluye este caso en las operaciones a desarrollar.



Las actividades que se resuelven usando la recta numérica corresponden a un 21% del
total de las actividades por desarrollar, siendo la segunda representacion mas utilizada
después de la operatoria (66%).

Comienza la unidad mostrando como puede ser representada la multiplicacién usando

fichas bicolor como se muestra en la siguiente imagen:

llustracion 20: ejemplo multiplicacion con fichas bicolor
Multiplicar enteros usando fichas de colores
A Cada ficha amarilla representa +1 y cada ficha roja representa —1.
Usa fichas amarillas para representar el producto de 2 « 4.
OOOe GOOOae 2 grupos de 4

2¢4=8

La lectura que se hace de la operacién consiste en considerar que el primer factor indica

la cantidad de veces que se repetira el segundo factor.

llustracion 21: ejemplo multiplicacion con fichas bicolor

B Usa las fichas rojas para representar el producto de -2 « 4.

Usando la propiedad conmutativa puedes escribir -2 » 4 como 4 » 2.

o0 00 00 00 4 grupos de —2.

—Ded=4e_2=-_8

En el segundo ejemplo pide usar la propiedad conmutativa de la multiplicacion
asumiéndola como una extensién matematica, pues no explica que también se cumple para el

conjunto de los niUmeros enteros.

Puede representarse de manera pictorica la operacion 4 - -2 usando cuatro grupos de
dos fichas del color que representa una unidad negativa, pero le caso de -2 - 4 no puede

representarse con grupos pues no puede haber una cantidad negativa de grupos.



llustracion 22: ejemplo multiplicacion con fichas bicolor

€ Escribe la multiplicacion que representan las fichas.

0000000
0006060060 .., .. .
0000000
0000000

El tercer ejemplo ordena las fichas como un arreglo bidimensional para mostrar que -7 -
4 es igual que 4 - -7, el segundo caso se interpreta como cuatro veces menos siete, en la
representacion pueden verse 4 filas de 7 fichas negativas cada una, sin embargo, este caso es
lo mismo que decir que hay 7 columnas de 4 fichas negativas cada una, es decir 7 - -4y no -7 -
4. Por esta razén un arreglo bidimensional no puede representar de manera correcta la

conmutatividad en la multiplicacién cuando participan nUmeros negativos.

Se utiliza recta numérica para representar la multiplicacién entre dos nimeros positivos
y en el caso en el que el primer factor es positivo y el segundo es negativo, para ambos casos
este modelo concreto permite justificar y reconstruir la regla para resolver estas
multiplicaciones, el texto no incluye la representacion con recta numérica para los otros casos

de la multiplicacién.

Todos los casos posibles considerados en esta investigacion son mostrados a través de
la observacion de patrones numeéricos.
llustracion 23: patrones numéricos; regla de los signos

Completa el patrén

A 5.3=15 52=10

5¢2—=10 Cuando el i 51=5
SIMIT n 1, el

5+1=5 en 5. Usa esta 5+0=0

5+0=0 € completar el patron. 5-1=-5

S5e—-1= 5«-2=-10

5e-2=_ 5¢-3=-15

5e-—3=

Entonces, los productos que faltan son -5, —-10 y—15.

B 5.3=-15 —-53=-15
—52=-10 —5+2=-10
—5e1=-5 —5+1=-5
—5+0=0 —5+0=0
—S5e—1=__ _S5e_1=5
Se_2- —5e—2=10

5e-3- ~5¢-3=15



Esta forma de justificar es la multiplicacién entre nimeros enteros es llamada por
Gbmez modelizacion numérica, y fue planteada por Crowley y Dunn en 1985. Consiste en
modelizar un patron numeérico para hacer suficientemente confiable para los estudiantes la
regla de multiplicacibn de numeros enteros. Este modelo muestra matematicamente la
necesidad de que factores de distinto signo generen un producto negativo y factores de igual
signo generen un producto positivo. Esto corresponde a un modelo matematico que permite
justificar la regla y reconstruirla para todos los casos de manera mas sélida y confiable que

cualquiera de los modelos concretos propuestos en los textos analizados.
Posteriormente se enuncia la regla y se presentan actividades a desarrollar.

Para la division las actividades utilizadas se presentan en el siguiente cuadro:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar

8914

Casos

-a:b M. simbdlico | St. Cotidiana | 2 | M. simbdlico | Operatoria 16

M. simbélico | Operatoria 1

a:-b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 14

-a:-b M. simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 10

a:b -- 0 | M. simbdlico | St. Cotidiana | 2
M. simbélico | Operatoria 5

0:a - 0 | M. simbdlico | Operatoria 2

La divisién solo es representada a través del modo simbolico y principalmente con
operaciones, solo se presenta con un problema contextualizado en una situacion cotidiana el
caso donde el dividendo es negativo y el divisor es positivo a modo de ejemplo y luego dos
problemas de este tipo en las actividades a desarrollar, este caso, el de dividendo positivo y
divisor negativo y en el que ambos son negativos explica a través de un ejemplo de operatoria.

El 96% de las actividades a desarrollar corresponde a operatoria.

Se presenta la divisién relacionandola con su operacion inversa, se pide a los
estudiantes asociar a cada divisiébn con una multiplicacion y de esta manera se establece una
regla para divisor nimeros enteros. Después presenta un problema de temperaturas que es
resuelto a través de la aplicacion de la regla recientemente establecida, desde ahi en adelante

se proponen actividades a desarrollar casi en su totalidad correspondientes a operatoria.



4.9 Analisis 8sm15-18

A continuacion, se muestra un cuadro resumen de las actividades propuestas en el texto

para la ensefianza de la multiplicacion:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8sm15-
18
Casos
-a'b | e | 0 | M.concreto | Disc. Matem. |1
M. simbdlico | Operatoria 4
a--b M. pictérico Tarj. Rectang. | 1 | M. concreto | Disc. Matem. |1
M. simbdlico | Recta numer. | 2 | M. simbdlico | Recta numér. | 5
M. simbdlico | Temperaturas | 1 | M. simbdlico | St. Cotidiana | 3
M. simbdlico | Operatoria 8
-a--b M. pictérico Tarj. Rectang. | 1 | M. concreto | Disc. Matem. |1
M. simbdlico | St. Cotidiana | 2
M. simbdlico | Operatoria 4
a'b | e | e 0 | M. simbdlico | Recta numer. |1
M. simbdlico | St. Cotidiana | 2
M. simbdlico | Operatoria 12
R T et P 0 | M. simbdlico | Operatoria 1

Las actividades propuestas en el texto utilizan tanto modelos concretos como modelos
matematicos en forma de operatoria. Los modelos concretos utilizados propician el transito
entre los distintos modos de representacion (concreto, pictérico y simbdlico), generando la
posibilidad de que el objeto mateméatico sea mejor comprendido que solo a través de la
aplicacion de una regla memoristica. En el caso de la multiplicacion entre un nimero positivo y
uno negativo es explicado a través de la representacion pictérica de las tarjetas rectangulares,
para luego pedirles a los estudiantes que completen una conclusion en la que se afirma que
para este caso “o viceversa” el producto sera negativo, sin embargo la representacion del caso
en el que el primer factor es negativo y el segundo es positivo no es idéntica, no habla de la
propiedad conmutativa de la multiplicacion para numeros enteros y la referencia a esta se
reduce a la palabra “viceversa”, dejando un vacio entre la representacion que se propone y la

gue corresponderia al caso —a por b.
La manera en que son utilizados estos modelos se analiza a continuacion:

La multiplicacion de numeros enteros se propone a partir de un problema de
temperatura ya resuelto, mediante un desplazamiento en la recta numérica. En base a este

ejemplo se intenta construir una regla para esta operacion.



Frente a la pregunta ¢ Cual fue el descenso de la tempera? Se puede responder, 20 °C. Por
este motivo, no es realmente necesario el uso de nimeros negativos, ya que tanto el célculo
como la respuesta puede representarse usando nameros naturales, en tanto se interprete como

un descenso.

llustracion 24: multiplicacién con recta numérica

Paso3s  Hepile > VeCes esta [1ecna, poniendo una lecna a conunuacon ae ia
otra. Senala la posicion en |a recta numérica a la que apunta la ultima
flecha.

® I I | J |

=20 -16 -12 -4 —4 0

Comao la posicion sefialada con verde es el resultado de la multiplica-
cién, entonces:

-

[ se(a=___

b,

Y como una variacion negativa de temperatura indica un descenso, la
respuesta a la pregunta es:

R: El descenso de temperatura durante la simulacion fue de 20 °C.

La segunda propuesta es utilizar un material concreto que consiste en tarjetas que por
una cara tienen el numero 1 y por la otra el nimero -1. El ejemplo presentado muestra la
multiplicacién entre dos nimeros negativos descompuestos en sumandos -1 y organizados en
un arreglo bidimensional. Para que el sistema propuesto funcione, el primer factor debe
expresarse como un nuamero positivo multiplicado por 1, en caso de ser positivo originalmente,
0 por -1 en caso de ser negativo. Luego se introduce una regla que indica que si se multiplicé
por 1, las tarjetas permanecen en la misma posicion, por el contrario, el -1 genera que haya
gue voltear todas tarjetas. Esta regla es igual de arbitraria que simplemente decir que una
multiplicacién entre dos ndmeros del mismo signo genera un producto positivo y una

multiplicacién de dos numeros de distinto signo genera un producto negativo.

Este modelo permite la reconstruccion de la regla para multiplicar nimeros enteros en
caso de olvido, solo si se recuerda la regla previamente establecida para su funcionamiento,
por lo que el modelo se vuelve redundante. Tampoco explica el por qué este objeto se

comporta de la manera en que lo hace.



Si un modelo concreto no explica las reglas de comportamiento de un objeto

matematico y no permite su reconstruccion, no esta cumpliendo con su funcion.
llustracion 25: multiplicacion con tarjetas rectangulares

Paso1  Aplicala regla de multiplicacion obtenida en la situacion 1 para
establecer que -6 =-1 - 6. Por lo tanto, puedes escribir:

—6+(-3)=—=1+6+(-3)

Paso2 Representa el producto &6« (-3) construyendo un ordenamiento rectan-
gular de & tarjetas por 3 tarjetas, todas con el =1 en su cara supericr.

Azl
- - HENEEER
ENETEETIE

Paso3  Aplica la regla definida para multiplicar por
el factor —1. En este caso, se invierten las
tarjetas del ordenamiento.

Paso4 Suma los valores de las caras visibles de 1as
tarjetas.

T+1+T+1+1+14+1+1+1+1+1+1+1+14+1+1+1+1=18

Por lo tanto:
F: Elresultado de la multiplicacion -6 - (-3) es 18.

Los ejemplos presentados en el texto, corresponden a modelos concretos: en el primer
caso, es una representacion pictorica y el segundo usa material concreto acompafiado de una
representacion simbdlica. Desde una mirada general, podria decirse que esta en conformidad
con lo planteado desde el enfoque concreto-pictérico-simbdlico. Sin embargo, desde esta
perspectiva, el trabajo con material concreto debe fomentar el pensamiento exploratorio, asi

como el trabajo analitico y colaborativo.

Las tarjetas rectangulares, como se refiere a ellas el texto de estudio, funcionan en la
medida en la que se aplique de forma mecanica una regla preestablecida, no resiste andlisis ni
exploracién, podria intencionarse el trabajo colaborativo, pero al no necesitar analisis, sino
solamente aplicacion, no hay mayor diferencia en el éxito al usar este modelo si se hace de

forma colaborativa o no.

En el primer modelo presentado, la recta numérica, si se puede explicar el
comportamiento del objeto en el caso de la multiplicacion de un numero positivo por un



negativo, pues se muestra como una suma repetida de un nimero negativo, también puede ser
utilizada en caso de olvido para reconstruir su regla de comportamiento. Por lo que este modelo
concreto si cumple con la doble funcion planteada por Cid.

También permite el transito entre su representacion pictorica y su representacion
simbolica. El problema aqui, no es el uso de la recta numérica, sino la situacion que pretende

modelar, ya que en ella es totalmente prescindible el uso de nimeros enteros.

Otro material concreto presentado, es llamado “discos matematicos”, este sistema de
engranajes pretende mostrar el patron existente en la multiplicacibn de numeros de signo
negativo usando (-1) como ejemplo base. Mediante este sistema se muestra que con una
cantidad par de factores negativos el Ultimo disco gira, segun una convencion, en sentido
positivo; y con una cantidad impar de factores, gira en sentido negativo.

llustracion 26: sistema de engranajes

|En este caso el modelo permite reconstruccién en caso de olvido, pero no explica por
gué funciona de esta manera.

Con respecto a la division, se establece una regla para dividendo negativo con divisor
positivo mediante el reparto equitativo de tarjetas rectangulares. A diferencia de la
multiplicacién este modelo no necesita establecer una regla previa, sino la representacion del
dividendo mediante descomposicion aditiva de sumandos -1.

llustracion 27: multiplicacion con tarjetas rectangulares

Usa las tarjetas de valor —1 para resolver |a division —12 : 3. Para ello, divide
el grupo de 12 fichas en tres grupos con la misma cantidad de fichas:

-1 -1 -1 -1 -1

9 = -1 -1 -1
=

= = -1 -1



El mismo ejemplo es representado en la recta numérica, se dibuja un vector entre el
cero y el dividendo y se segmenta en la cantidad de partes que indica el divisor, se indica que
el cociente es el que marca el término del primer tramo. Este modelo concreto no explica por
gué la divisibn se comporta de esta manera y su reconstruccion en caso de olvido es mas

engorrosa que recordar la regla.

llustracion 28: division con recta numeérica

Dibuja una recta numérica y ubica la posicion del 0. Luego, dibuja 3
partir de ella una flecha de 12 unidades de longitud que apunte hacia
la izquierda, para evidenciar que se trata de un valor negativo.

-12 0

Divide la flecha de 12 unidades en 3 flechas de igual longitud. Senala con
verde |a posicion de la recta numérica a la gue apunta la primera flacha.

" la
3 1%

-12 -4 0

2

Se hace necesario mostrar un ejemplo de dividendo positivo y divisor negativo, pues
para los estudiantes puede no ser evidente que también en este caso el cociente es negativo,
sin embargo, con ninguno de los dos modelos concretos propuestos se presenta este caso. El
motivo es obvio, para las tarjetas rectangulares, el funcionamiento no seria igual de simple, se
tendria que introducir una regla que genere el voltear las tarjetas como en el caso de la
multiplicacién. Tampoco se incluye en la recta numérica, pues al representar un dividendo
positivo, se haria imposible que una de los segmentos que representa el divisor muestre un

ndmero negativo.

Para finalizar las actividades desarrolladas, se muestra paso a paso el algoritmo
comunmente utilizado, incluyendo ambos casos de division de signos distintos, para indicar en

el paso 3 que se debe aplicar una regla para division enunciandola por primera vez.



llustracion 29: regla para dividir nUmeros enteros

» Para concluir

Para dividir nimeros enteros puedes usar representaciones
concretas, la recta numérica o aplicar la operacion inversa de la
divisidn, y determinar el signo del cociente aplicando una regla
de signos similar a la usada en la multiplicacion de nameros
enteros:

El resumen de las actividades propuestas para la divisibn se hace muestra en el

siguiente cuadro:

Cadigo: Actividades desarrolladas Actividades por desarrollar
8sm15-
18
Casos
-a:b M. pictorico Tarj. 1 | M. concreto | Tarj. 6
Rectang. Rectang.
M. simbdlico | Recta numer. | 6
M. Simbdlico | Recta 1 | M. simbdlico | St. Cotidiana | 2
numer. M. simbdlico | Operatoria 3
a:-b M. Simbdlico | Operatoria 1 | M. simbdlico | Operatoria 3
-a:-b 0 | M. Simbdlico | Operatoria 4
a:b 0 | M. Simbdlico | Recta numer. | 2
M. Simbdlico | St. Cotidiana | 1
M. Simbdlico | Operatoria 1
0:a 0 | M. Simbdlico | Operatoria 2

Los casos de un nimero negativo dividido en uno positivo y uno positivo dividido en uno
negativo son mostrados en ejemplos representados de modo simbdlico y pictérico, para que los
estudiantes posteriormente trabajen con modo de representacién concreto y simbdlico. Para los

otros casos solo se espera que apliquen la regla presentada por el libro.



CAPITULO &:

CONCLUSIONES
Las conclusiones de esta investigacion se exponen en relaciéon a:

¢ El problema de investigacién y su relevancia para la ensefianza y el aprendizaje de
la Matematica.

e Ellogro de los objetivos propuestos.

o Larespuesta a la pregunta de investigacion.

e Las proyecciones de la investigacion.

5.1 Problema de investigacién y su relevancia para la ensefianza y el aprendizaje de la
Matematica

En la escuela los numeros enteros son ensefiados en un contexto aritmético
apoyandose principalmente en modelos concretos, por esta razén surge la necesidad de
analizar la pertinencia de estos modelos para todos los casos que se puedan encontrar en las
distintas operaciones, ya que, cada uno de ellos tiene caracteristicas particulares que pueden
representarse y justificarse de una manera mas o menos satisfactoria dependiendo de cada

caso.

Para los docentes es importante conocer los alcances y limitaciones de los modelos y
representaciones utilizados en la ensefianza de los niUmeros enteros, (como también de otros
objetos matematicos), para tomar de manera acertada la decision de utilizar uno u otro para
cada caso, paliar lo mayor posible sus efectos negativos y ser conscientes de que estos
modelos no ofrecen un transito hacia la formalizacion del aprendizaje. En este sentido la
presente investigacion ofrece una revision y analisis de uno de los insumos pedagdégicos mas

utilizados por los docentes en sus clases.

La investigacion realizada deja en evidencia que los modelos concretos utilizados para
la ensefianza de nimeros enteros en los textos escolares no se sostiene para todos los casos
de las distintas operaciones, por lo que se abandonan de manera abrupta para introducir una
regla o una indicacion de procedimientos mecanicos, sin relacion con el dispositivo que
pretendia ser mediador entre el modelo concreto del objeto matematico y su representacion
formal, por la misma razén tampoco existe transito entre los modos de representacion

concretos y pictéricos que son infimamente utilizados y el modo de representacion simbdlico.



Considerando que las propuestas actuales para la ensefianza de los nimeros negativos no son
eficientes, esta evidencia sirve de antecedente para futuras investigaciones que planteen una

alternativa a las actualmente utilizadas.

5.2 Logro de objetivos propuestos

El objetivo general planteado para esta investigacién “Analizar las actividades utilizadas
para la ensefianza de los ndmeros enteros, tanto en representacion como en operatoria,
propuestas en textos escolares licitados por el Ministerio de Educaciones entre los afios 2009 y
2018 para los niveles de séptimo y octavo afios basico.”, fue llevado a cabo mediante el

cumplimiento de los objetivos especificos cuyas conclusiones se exponen a continuacion:
Objetivo especifico 1:

Los modelos concretos y matematicos utilizados para la ensefianza de los numeros
enteros, fueron clasificados para orden, representacion, adicion y sustraccion, todas
correspondientes al nivel de séptimo basico; en modelos concretos de desplazamiento y de
neutralizacion.

Los modelos concretos de desplazamiento presentes en los textos analizados son: recta

numeérica, huso horario, temperatura, altitud y profundidad.

El modelo que marca mayor presencia es la recta numérica con un 20% del total de
actividades propuestas en los textos analizados, en segundo lugar, estan los problemas

contextualizados en situaciones de temperaturas con un 9,5% de presencia.

Los modelos concretos de neutralizacion presentes en los textos analizados son: fichas
bicolor, y conceptos econémicos como deudas y ganancias, movimientos en cuentas
bancarias, entre otros. Son solo utilizados para adicion y sustraccion y corresponde en conjunto
al 11% del total de actividades. Las fichas bicolor son propuestas de forma material para una

actividad que no puede ser contabilizada pues variara para cada estudiante.

Los modelos matematicos fueron separados en problemas contextualizados en una
situacion matematica y operatoria, ocupandose esta ultima en el 47% del total de actividades,

mientras que las situaciones matematicas solo tienen una presencia del 4,7%.



Las operaciones de multiplicacion y divisidn de nimeros enteros, todas presentes en los
textos de octavo afo basico, también fueron clasificadas en modelos concretos, sin embargo,
no pudo hacerse la distincién entre modelos de neutralizacion y desplazamiento, ya que estos

solo aplican al campo aditivo.

Los modelos concretos utilizados para la multiplicacion y divisibn en los textos
analizados fueron los siguientes: fichas bicolor, discos matematicos, tarjetas rectangulares,
recta numérica, temperatura, precipitaciones, conceptos econdmicos, puntajes, alturas,

poblacion animal, virus computacionales, ley de coulomb.

La variedad de modelos concretos utilizados para estas operaciones es superior a los

utilizados en el campo aditivo, y corresponde a un 26% del total de actividades propuestas.
Objetivo especifico 2:

Las actividades fueron clasificadas en modos de representacién concreto, pictérico y
simbdlico. El 98,5% de las actividades corresponden al modo de representacion simbdlico, el
1,5% restante corresponde a representaciones en modo pictérico y concreto, presente en solo
dos de los ocho textos analizados. El principal problema es que las actividades planteadas no
propician el transito entre los distintos modos de representacion, generando una ruptura entre

las representaciones concretas o pictoricas y el modo de representacion simbdlico.
Obijetivo especifico 3:

Para cada operacion se clasificaron las actividades segun los distintos casos posibles
utilizando las variables a y b, ambas pertenecientes a los nidmeros naturales y considerando

gue a es menor que b, de la siguiente manera:

e Adicion: a + b; (-a) + (-b); a + (-a); (-a) + b; a + (-b). En los textos analizados todos estos
casos estan presenten tanto en actividades desarrolladas, ya sea con un modelo

concreto o con operatoria a modo de ejemplo, como en actividades a desarrollar.

e Sustraccion: b —a; a — b; (-b) — (-a); (-a) — (-b); a — (-b); -a — b. en ninguno de los tres
textos analizado se ensefian todos los casos posibles, en uno de ellos solo se
presentan dos casos, sin embargo, en las actividades a desarrollar por los estudiantes,

si estan todos los casos presentes.



e Multiplicacioén: (-a) - b; a - (-b); (-a) - (-b); a - b; 0 - a. La multiplicaciéon con uno de sus
factores cero, solo esta presente en las actividades desarrolladas en dos de los cinco
textos analizados, mientras que en las actividades por desarrollar esti en cuatro de los

cinco textos, los otros casos estan presentes en ambos tipos de actividades.

e Division: (-a) : b; a: (-b); (-a) : (-b); a : b; 0 : a. En ninguno de los textos es considerado
el caso en las actividades desarrolladas en que el dividendo es cero, sin embargo, tres
de los cinco textos lo incluyen en sus actividades a desarrollar. Uno de ellos solo explica
el caso en que divisor y dividendo es negativo, pero incluye todos los otros casos en sus

actividades a desarrollar.

Hacer esta clasificacion permitié corroborar que todos los casos de las operaciones
considerados para esta investigacion estan presentes en los textos analizados, principalmente

en las actividades a desarrollar por los estudiantes.

A continuacién, se muestra la presencia de cada caso de las operaciones en los textos

analizados.

Respecto de la adicion se observa que todos los casos considerados estan presentes, sin

gue ninguno de ellos tenga una predominancia significativa. Como se observa en el gréfico.

Adicion

Todos los casos considerados para la sustraccion estan presentes, siendo la sustraccion
entre dos nameros negativos con resultado negativo la que menos apariciones tiene en los
textos analizados, los demas casos presentan una diferencia maxima de 5 puntos

porcentuales. Como se representa en el grafico que esta a continuacion.



Sustraccion

mb-a

Ha-b

u (-b) - (-a)
(-a) - (-b)

Ea-(-b)

m-a-b

Para la multiplicaciébn se consideraron cinco casos, todos ellos estan presentes en los
textos analizados siendo el caso de la multiplicacion por cero el que tiene menos apariciones,
no esta en todos los textos y no tiene mas de cuatro ejercicios en los que si aparece. La
multiplicacién entre nimeros de distinto signo con el primer factor positivo es la que mas
presencia tiene, especialmente en las actividades que sirven para ejemplificar usando modelos

concretos. El siguiente grafico muestra la presencia de cada caso de la multiplicacion.

Multiplicacion

m-a-b

m-a--b
a-b

m0-a

La divisién con cero en el dividendo fue utilizada en dos de los libros analizados, los
otros cuatro casos tienen una presencia similar, con un maximo de 6 puntos porcentuales,
como se observa en el gréfico.

Division

2%
‘. m-a:b
21%
ma:-b
m-a:-b

a:b

m0:a




Objetivo especifico 4:

Respecto de los modelos concretos utilizados para representar cada caso de la adicion

y la sustraccion de numeros en los textos analizados se evidencio que:

Todos los casos tanto de la adicibn como de la sustraccion fueron representados

usando recta numeérica, tanto en actividades desarrolladas como en actividades por desarrollar

Las fichas bicolor aparecen en dos de los tres textos analizados y son utilizadas para

representar solamente la adicién en los casos en los que los sumandos son de distinto signo.

Los problemas contextualizados en situaciones cotidianas son utilizados para todos los
casos de la adicion y solo en dos de los seis casos considerados para la sustraccion, dejando
fuera aquellos en los que minuendo y/o sustraendo son negativos, es decir, se usa para

sustracciones entre nameros positivos con resultado positivo o negativo.
Solo las fichas bicolor se representa de modo concreto y también simbdlico.
Objetivo especifico 5:

Todos los casos para la adicion y sustraccion son representados a través de modelos
concretos, sin embargo, que los puedan representar no significa que todo ellos puedan

justificarse a través de estos modelos.

La recta numérica justifica de manera aceptable para los estudiantes el comportamiento
de todos los casos de la adicion entre nUmeros enteros y también permite su reconstruccion en

caso de olvido.

En la sustraccibn nos encontramos con representaciones que no son tan intuitivas,
como pretende serlo un modelo concreto y se hace necesario agregar una regla, sin
explicacion, para que el modelo funcione; asi tenemos el caso en el que se utiliza en los textos
recta numérica para representar la sustracciébn con sustrayendo negativo, se incorpora la
indicacion de desplazarse a la derecha sin mayor explicacion, el modelo no logra justificar la
razén de dicho movimiento y simplemente se impone una regla que asegura el éxito en la tarea

de manera mecanica.

Con respecto a otros casos de la sustraccion, se indica cémo expresarla en forma de
adicion y luego representarla en la recta numérica, por lo que, el modelo es nuevamente usado

para la adicion y no para la sustraccién como se intenta mostrar.



Las fichas bicolor, como modelo de neutralizacién, puede mostrar los distintos casos de
la adicién sin mayores inconvenientes, sin embargo, la manera en que este recurso es utilizado
en los textos que fueron parte del analisis, no permite explotar todo su potencial, pues en uno
de los textos va acompafiado de la indicacién de hacer el célculo con el valor absoluto del
namero, poniendo a las fichas en una situacién prescindible, y en el otro se plantea como un

juego que nunca intenciona la formalizacién de la operacion.

Los problemas aditivos contextualizados en situaciones cotidianas que se plantean en
los textos analizados pueden resolverse, en su mayoria, usando nimeros naturales. Se fuerza
a los estudiantes a representar los datos usando nimeros enteros que no son necesario. El
Gnico caso en el que se puede necesitar un nimero entero para representar, es en las
situaciones de desplazamientos en las que, por ejemplo, una posicion intermedia corresponde
a un numero negativo y desde ahi debe efectuarse otro desplazamiento. Sin embargo, este tipo
de modelos tiene el objetivo de que el estudiante pueda ayudarse de la intuicibn para
comprender la nocion matematica estudiada, si su intuicién lo lleva a operar con numeros

naturales, el modelo no estd cumpliendo su funcion.

La multiplicacibn de numeros enteros en los textos analizados es principalmente
representada usando problemas contextualizados en situaciones cotidianas, para los casos en
gue los factores son de distinto signo se plantea una suma iterada con sumando negativo la
cantidad de veces que indique el factor positivo, si el caso propuesto es que el factor que
deberia indicar la cantidad de veces que se repite la suma es negativo, se pide aplicar la
propiedad conmutativa y resolver de la manera ya explicada. Debido a esto, es que en realidad
solo se trabaja el primero de los dos casos mencionados, interpretando el segundo en funcion
del otro. Al presentarlo como una adicion, se repite el problema planteado con anterioridad, es
decir, se obliga a calcular con nUmeros negativos cuando no son necesarios, pues bastaria con

interpretar la informaciéon como una pérdida o disminucién de temperaturas, segun sea el caso.

También se utilizan tarjetas para las cuales es necesario introducir una regla arbitraria
para que funcione el modelo, esta corresponde a voltear las tarjetas en caso de que uno de los
factores sea negativo, por lo que no justifica ninguno de los casos de la multiplicacién y menos
permite reconstruir la regla, mas bien, exige recordar una regla tan arbitraria como la

tradicionalmente utilizada.

La Divisidn es representada con recta numérica para el caso dividendo negativo y

divisor positivo, este es el Unico caso en el que se usa este modelo concreto, a través de él



puede justificarse un cociente negativo, no incluye otros casos pues ¢(Cémo seria posible
representar en la recta un dividendo positivo y un divisor negativo? ¢ O ambos negativos y que
la segmentacion que se haga indique una posicion positiva? Es imposible, la recta numérica

puede representar y no justificar algunos casos, pero estos es imposible incluso representarlos.

La cantidad y variedad de modelos concretos usados para las distintas operaciones va
disminuyendo, se inicia con la adicion, luego la sustraccién y la multiplicacién representadas
como adicion y para la division casi ho se usan, esto muestra que los modelos concretos no
pueden sostenerse para todas las operaciones y sus distintos casos, generando un vacio en lo
gue pretende ser un transito entre los modelos concretos y los modelos matemaéticos,

transformandolo en un salto abrupto y sin explicacion.

En resumen, todos los casos de la adicidn son representados en los textos analizados,
mediante modelos concretos, principalmente usando recta numérica, todos ellos se logran
justificar la manera en que se opera con enteros, también facilitan su reconstruccién en caso de
gue los estudiantes necesiten recordar como resolver una adicion, por lo tanto, se cumple con

la doble funcion del modelo concreto.

Respecto de la sustraccion, cuando minuendo y sustraendo son nimeros positivos, la
recta numérica cumple también con su doble funcién, todos los demas casos son
representados como como adiciones del inverso aditivo, por lo tanto, se vuelve a la primera
operacién analizada y no se centra en la sustraccién misma. Tenemos que (-b) — (-a) ;a—(-b) y
(-a) — b son representados como (-b) + a; a +b y (-a) + (-b), lo que son expresiones iguales, sin
embargo que algo sea igual no significa que sea lo mismo. Estos tres casos no son realmente

representados.

El caso (-a) - b es representado usando recta numérica, arreglo bidimensional con fichas
y tarjetas. Los arreglos bidimensionales no pueden justificar la operacién, ya que, el area de lo
figura que forma seria negativa, y eso no es posible. El caso a - (-b) es representado igual al
anterior apelando a la propiedad conmutativa de la multiplicacion por lo que no es realmente

considerado. (-a) -(-b) no es representado por ningln modelo concreto.

La division (-a) - b es representada en la recta numérica cumpliendo con la
reconstruccion en caso de olvido. Los casos a ‘(-b) y (-a) - (-b) son imposibles de representar

en la recta numérica.



5.3 Respuesta a la pregunta de investigacion

La pregunta planteada para la investigacion fue ¢Cuéles son los modelos concretos
utilizados para la ensefianza de los nimeros enteros, de qué manera se propicia el transito
entre sus distintos modos de representacién y qué casos de las cuatro operaciones se logra

justificar a través de ellos?

Los modelos concretos mas utilizados en los textos escolares que componen la
muestra, son la recta numérica y los problemas contextualizados en situaciones cotidianas,
también estan presentes las fichas bicolor y en uno de los casos un sistema de engranajes que
muestra el caso de la multiplicacion entre nimeros negativos. Estos dos Ultimos son los Unicos

propuestos para ser utilizados en modo de representacion concreta.

En el caso de las fichas de dos colores se plantea como un juego para aprender la
adicion entre un niUmero negativo y uno positivo, sin embargo, no establece su relaciéon con la
operacion dejando un vacio entre el material utilizado y la formalizaciéon del aprendizaje. Este
modelo puede ser utilizado con una representacion pictérica, no obstante, ninguno de los textos

lo propone de esta manera.

Con el sistema de engranajes propuestos se intenciona la representacion simbdlica de
la multiplicacion entre dos 0 mas nameros negativos, aunque no existe la posibilidad de usar el

modo de representacion pictorico, ya que este modelo necesita movimiento.

El principal modo de representacion utilizado, en todos los textos que se analizaron, es
el simbdlico, la representacién pictdrica es casi inexistente y la concreta esta presente solo en
dos de los textos analizados. Por esta razon el transito entre los distintos modos de
representacion que se espera lograr bajo el enfoque COPISI, respecto a la ensefianza-
aprendizaje de los nimeros enteros, no existe en los textos escolares utilizados en los ultimos

diez anos.

Respecto a qué casos de las distintas operaciones se justifican a través de los modelos
concretos utilizados, cabe destacar que varios de los casos considerados para esta
investigacion no solo no se justifican, sino que ademas no fueron representados, si se hace el
ejercicio de representarlos nos encontramos con que hay algunos en los muy forzado e incluso

imposible.



5.4 Proyecciones

Considerando que no existe una alternativa a los modelos concretos para la
introduccion en la ensefianza de los niUmeros enteros, podria realizarse un analisis mas
detallado, es decir, revisar cada problema contextualizado en situaciones cotidianas y
cada actividad que propone el uso de recta numérica, fichas, tarjetas u otro modelo de
los que son propuestos en textos escolares nacionales e internacionales, con el fin de
determinar cuales de ellos son mas pertinentes para cada caso. A partir de eso generar
una recopilacién de actividades que sirvan como insumo para el guehacer docente.

Disefiar una propuesta de ensefianza que no considere los modelos concretos como
punto de partida para el aprendizaje de los nimeros enteros, sino situaciones que les

permitan surgir en un contexto algebraico.
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Precipitaciones 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r% Conceptos econdminos 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E Puntajes 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
S [Alturas 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
§ ;§ Poblacién animal 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 % |Virus computacionales 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
§ = Ley de coulomb 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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§ Situacién matematica
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