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RESUMEN

En el presente trabajo de investigacion tiene por objetivo caracterizar las
acciones que los estudiantes realizan al argumentar frente a una secuencia de
ensenanza aprendizaje respecto de los criterios de congruencia de triangulos.
Para ello, se plantea una problematica la cual es fundamentada con
antecedentes acerca de la ensefianza de la geometria, del propio concepto de
congruencia y de la poca importancia dada a este contenido en el actual texto
del estudiante en comparacion a textos de afnos anteriores, lo que provoca que

el topico en cuestion sea estudiado de manera mecanica.

En base a ello, la investigacion se realiza con un enfoque cualitativo, utilizando
elementos de la micro - ingenieria didactica con el objetivo de analizar el
desarrollo de la secuencia, realizada utilizando como guia el marco de
referencia del Modelo de Van Hiele. De este modo, la secuencia de ensefianza
aprendizaje fue llevada a cabo empleando elementos de la metodologia antes
descrita, haciendo énfasis en las observaciones realizadas antes y después
de cada situacion problema, con el objetivo de contrastar los analisis

predictivos con los hechos ocurridos, elaborando conclusiones al respecto.



INTRODUCCION

El presente Seminario de Titulo versa acerca de una investigacion con enfoque
cualitativo llevada a cabo de manera virtual en un grupo curso de primero
medio en el Colegio Premilitar Ignacio Carrera Pinto, ubicado en Pefiaflor,

Santiago de Chile.

Primeramente, se presentara el fenomeno didactico en relacion con la
problematica de la investigacion junto con los antecedentes que respaldan y
fundamentan aquello, realizando un analisis exhaustivo de dos textos de
estudio de afios anteriores y del programa de estudio en el cual se enmarca el
tépico de estudio, para posteriormente exponer el objetivo general de la

investigacion junto con los objetivos especificos de esta.

Luego, se presentaran algunas ideas epistemoldgicas del contenido en
cuestién junto con el estatus actual del objeto matematico, con el objetivo de
conocer el habitat de este en la matematica pura y recoger ideas que

contribuyan a comprender de manera mas completa el tépico en cuestion.

Posteriormente, se ahondara en el Modelo de Van Hiele como el marco tedrico
que nos guiara para cumplir los objetivos plasmados junto con los enfoques
metodoldgicos utilizados como la Metodologia de Estudio de Clases (MEC) y
ciertos elementos de la Ingenieria Didactica (ID), profundizando en sus

aspectos mas relevantes.

Mas tarde, se realizara una descripcion de la secuencia de ensefianza
aprendizaje disefiada junto con los planes de cada una de las sesiones clases

y los analisis a priori de las situaciones claves de la secuencia didactica.

Junto con ello, se realizara un analisis de la sesion de clases analizada bajo la
Metodologia de Estudio de Clases, describiendo la sesion implementada, el
plan de clases en forma detallada, los sucesos que ocurrieron durante la clase,
la discusion generada en base al analisis grupal y realizando una reflexion final

en base a lo trabajado.



Finalmente, se analizaran los resultados de cada una de las situaciones
claves, para después confrontar aquellos analisis con los realizados durante
el quinto capitulo. Luego de ello, se realizara una conclusion en base a todo lo
investigado, profundizando en reflexiones y aprendizajes profesionales que

nos orientaran para nuestro futuro trabajo como educadores.



CAPITULO |
PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS

1.1 Problematica

Al observar de manera sencilla el mundo que nos rodea, notaremos que es un
innumero de cuerpos y figuras, cada uno con una forma en particular que le
confiere parte de su esencia y su existencia para nosotros, pues “La geometria
es para el ser humano el idioma universal que le permite describir y construir
su mundo, asi como transmitir la percepcion que tiene de este al resto de la
humanidad” (Gamboa y Vargas, 2011, pag. 75). Y, si experimentamos y
observamos de manera mas reflexiva y con la sabiduria heredada del estudio
de la geometria, podremos dar cuenta de un sin numero de peculiaridades y
propiedades presentes, junto con poder predecir también como se comportan
distintos sucesos. Aquella reflexion sélo es posible cuando hemos estudiado y
reflexionado sobre el area de la geometria, siendo este un acercamiento que
tenemos por primera vez en la escuela y que va creciendo a medida que

avanzamos progresivamente en los niveles de ella.

Sin embargo, lejos de aproximarse a ella y descubrirla a través de una
construccion que posea sentido y significancia, en muchas ocasiones se
vuelve “(...) un estudio memoristico de areas, volumenes, definiciones
geomeétricas, y en construcciones de tipo mecanicista y completamente
descontextualizadas” (Abrate, Delgado y Pochulu, 2006, pag. 1). Producto de
ello, es comun ver estudiantes que solo se dedican a memorizar formulas y
repetir los procedimientos que han observado sin reflexionar sobre ellos. Al
respecto, Barrantes y Blanco plantean que “Los estudiantes consideran que la
mayor dificultad esta en las formulas, porque habia que memorizarlas, y en los
problemas. Aunque hablan de la dificultad de los problemas, ellos mismos
aclaran que dicha dificultad no estaba en el problema sino en saber la formula
y en que férmula aplicar. Recuerdan que se aprendian las formulas de

memoria, pues no le ensefiaban a razonarlas ni procedimientos alternativos, y



que elaboraban recetarios como una forma de aprenderlas.” (Barrantes &
Blanco, 2005, pag. 37). La problematica es tal que algunos docentes no son
capaces de desarrollar actividades que propicien el descubrimiento y la
experimentacion, limitandose solo a ensefiar el conocimiento geométrico como
un conocimiento acabado. De acuerdo con los autores aludidos anteriormente,
esto puede ocurrir ya que “el personal docente, debido a las concepciones y
experiencias adquiridas en su formacion, planea las lecciones y utiliza los
mismos recursos que experimentd, en su momento, como estudiante. Muchas
veces su vivencia personal le impide llevar a cabo una experiencia de
aprendizaje que guie al estudiante al descubrimiento de la geometria como

generadora de conocimiento.” (Barrantes & Blanco, 2004, pag. 249).

Producto de esta mecanizacion, Abrate, Delgado y Pochulu sefalan que es
habitual que “(...) los docentes desplazaran paulatinamente los contenidos
relativos a Geometria hacia las ultimas unidades didacticas de su planificacion
escolar, llegandose, inclusive, a prescindir de su tratamiento en muchos cursos
del Nivel Medio” (Abrate, Delgado y Pochulu, 2006, pag. 1).

Uno de los objetos matematicos que sufre este tipo de problematica es la
congruencia y los criterios de congruencia de triangulos, los cuales a menudo
son presentados de manera mecanica, dando una receta de los criterios de
congruencia y utilizando reglas mnemotécnicas que no aportan en nada a la
construccion del contenido y de por qué estas sirven y/o funcionan para

establecer la congruencia entre dos triangulos.
Asi, en base a ello y lo mencionado anteriormente es que nos preguntamos:

$Qué tipo de acciones realizan los estudiantes para argumentar al
enfrentarse a una secuencia de clases acerca de criterios de congruencia

de triangulos?
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1.2 Antecedentes

Tanto la mecanizacion como el desplazamiento del area de la geometria
impacta fuertemente en los distintos topicos de ella. Ejemplos de esto son los
conceptos de congruencia y semejanza, pues para Vanegas existe una “Falta
de tratamiento de dichas relaciones de equivalencia en el aula de clases,
debido al énfasis que hacen los docentes de primaria al pensamiento numérico
y sistemas numéricos, lo que conlleva a destinar poco tiempo al tratamiento
del pensamiento espacial y por lo tanto, el trabajo especifico en cuanto a la
semejanza y congruencia de figuras el nulo o muy poco” (Vanegas, 2019, pag.
20). Sumado a ello, también comenta que “Los conceptos de semejanza y
congruencia no estan bien definidos en la mayoria de los estudiantes, por el
contrario, demuestran tener ideas muy vagas y/o erroneas de lo que significan
estas dos relaciones. Por ejemplo, los estudiantes confunden la semejanza y

la congruencia con la igualdad.” (Vanegas, 2019, pag. 20).

Ademas, como se deja de manifiesto en la problematica, es una realidad que
muchas veces los docentes desplazan los contenidos de geometria hacia el
final, es mas, algunos estudiantes “(...) conciben la geometria escolar como
una materia dificil, a la que se dedicaba poco tiempo, confirmandose, ademas,
que si se impartia se hacia al final de curso. A esta situacion colaboraban
también los libros de texto pues sus contenidos eran desplazados al final y
frecuentemente ignorados por los maestros” (Barrantes y Blanco, 2005, pag.
37)

Lo expuesto sirve de conexion para el analisis posterior, pues de acuerdo con
Barrantes, Lopez y Fernandez “(...) el libro de texto sigue siendo un recurso
ampliamente utilizado durante las etapas de escolaridad y un objeto de uso
diario por parte de alumnos y profesores. Por lo tanto, siempre es necesario
realizar una revision critica de estos para conseguir un uso eficaz encaminado
a mejorar la ensefanza y el aprendizaje. (...). Este hecho hace que la eleccion

del texto escolar sea una labor muy importante, aunque no es una tarea
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sencilla debido a la gran cantidad de variables que se deben tener en cuenta

(Barrantes, Lopez y Fernandez, pag. 108)

Es pertinente entonces pensar en el texto del estudiante de séptimo basico
ofrecido por el MINEDUC, pues es esta una de las preferencias de los
profesores. Bastara con solo revisar los distintos indices para dar cuenta que
el contenido criterios de congruencia solo tiene una pequefia aparicion en
aquel libro de estudio. Revisando la profundidad con la que se desarrolla,
veremos reflejado lo expuesto anteriormente respecto de la poca importancia

y espacio dado al contenido.

De este modo, para evitar llegar al grado de desconexién de la geometria y
promover la ensefianza de esta de manera critica, es importante propiciar
actividades que sirvan a los estudiantes para el analisis, reflexion y busqueda
de soluciones en base a estrategias de justificacion de aquellos problemas.
Para ello, es importante tener en cuenta que “El aprendizaje de la geometria
implica el desarrollo de habilidades visuales y de argumentacion. Mas aun,
para lograr un aprendizaje significativo, es necesario construir una interaccién
fuerte entre estos dos componentes, de manera que el discurso tedrico quede
anclado en experiencias perceptivas que ayuden a construir su sentido, y a su
vez las habilidades visuales sean guiadas por la teoria, para ganar en precision

y potencia.” (Castiblanco, Urquina, Camargo y Acosta, 2004, pag. 25)

Aquello es imperioso en las practicas pedagogicas respecto del area de la
geometria, pues Crespo (2005), luego de un trabajo realizado en el aula,
concluye que “a través de las demostraciones y argumentaciones logicas es
posible eludir la tendencia de la algoritmizacion de la matematica en el aula,
evitando el aprendizaje mecanico de formulas y la aplicacion de estas de forma
rutinaria.” (Jiménez, Miryam, 2013, pag.105). De ahi que gran parte de los
cambios respecto de la manera en como se ensefa la geometria deben ir en

aquella direccion, promoviendo el desarrollo de aquella habilidad.
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1.2.1 Analisis del programa de estudios

De acuerdo con el programa de estudio, el objeto matematico “Criterios de
Congruencia de Triangulos” se encuentra en el nivel de séptimo basico en la
Unidad 3: Geometria poligonos, diametro y perimetro. Esta unidad tiene como
proposito que los estudiantes encuentren y conjeturen relaciones respecto de
la suma de los angulos interiores de un triangulo, areas de triangulos,
paralelogramos y trapecios. También se profundiza respecto a las
caracteristicas del circulo y la circunferencia y en las construcciones de los
elementos secundarios del triangulo, junto con triangulos y cuadrilateros
congruentes y la nocion de vector en el plano cartesiano. Los contenidos a
tratar involucran poligonos y sus areas, circulo y circunferencia, vectores en el
plano cartesiano, rectas perpendiculares y paralelas, congruencia de

segmentos, triangulos y cuadrilateros y elementos notables del triangulo.

Los conocimientos previos para que los estudiantes puedan trabajar
adecuadamente con los topicos antes mencionados son construccion de
triangulos, area de cubos y paralelepipedos, transformaciones isométricas
(traslaciones, reflexiones y rotaciones), suma de angulos interiores de
triangulos y cuadrilateros y tipos de angulos (agudos, obtusos, rectos,

completos y extendidos)

Las habilidades que persigue la unidad estan en su amplia mayoria vinculadas
a la argumentacion que deben desarrollar los estudiantes como justificacion a
los procedimientos realizados, junto con el uso de simbolos y conceptos

matematicos para llevar a cabo estas, las cuales son:

- Describir relaciones y situaciones matematicas de manera verbal y
usando simbolos. (OAH D)

- Explicar y fundamentar:

Soluciones propias y los procedimientos utilizados.

13



Resultados mediante definiciones, axiomas, propiedades y teoremas.
(OAH E)

Fundamentar conjeturas dando ejemplos y contraejemplos. (OAH F)
Evaluar la argumentacion de otros dando razones. (OAH G)

Usar modelos, realizando calculos, estimaciones y simulaciones, tanto
manualmente como con ayuda de instrumentos para resolver

problemas de otras asignaturas y de la vida diaria. (OAH H)

Por otra parte, las actitudes a desarrollar estan vinculadas a acciones como la

curiosidad, esfuerzo y perseverancia que se debe tener al resolver desafios y

problemas matematicos, junto con el trabajo colaborativo para afrontarlos.

Estas son las siguientes:

Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue
un resultado inmediato. (OAA B)

Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor frente a la resolucion
de problemas y la busqueda de nuevas soluciones para problemas
reales. (OAA C)

Trabajar en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a los
otros, considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando
disposicion a entender sus argumentos en las soluciones de los
problemas. (OAA D)

14



El objetivo de aprendizaje en donde se enmarca el objeto matematico en
cuestion es amplio, el cual se centra en la construccion tanto manual y/o con

software educativo de los topicos mencionados antes:

e OA12

Construir objetos geométricos de manera manual y/o con software educativo:
Lineas, como las perpendiculares, las paralelas, las bisectrices y alturas en
triangulos y cuadrilateros. Puntos, como el punto medio de un segmento, el
centro de gravedad, el centro del circulo inscrito y del circunscrito de un

triangulo. Tridngulos y cuadrilateros congruentes.

Los indicadores de evaluacion dan cuenta de que lo establecido se haya

cumplido y logrado, los cuales respecto de este objetivo son los siguientes:

- Aplican la propiedad del circulo como lugar geométrico para resolver
problemas concretos; por ejemplo: la cobertura de una radioemisora,

etc.

- Construyen la recta perpendicular a un punto en una recta y reconocen
que la recta perpendicular a un punto fuera de ella tiene la distancia

minima entre el punto y la recta.

- Experimentan, concretamente o en forma pictérica, que doblando dos
veces en direccidn perpendicular, se continlua paralelamente a la

direccion original, y aplican esto para construir paralelas de una recta.

- Construyen la altura en un triangulo isésceles, observando que lo divide
en dos triangulos simétricos, y aplican este procedimiento para construir

bisectrices.

- Aplican la construccién para resolver problemas de la vida diaria,
mediante lineas perpendiculares, paralelas, bisectriz, triangulos y

cuadrilateros.
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Las Orientaciones Didacticas estan enfocadas principalmente en que los
estudiantes les den sentido a los contenidos matematicos evitando la
mecanizacion y favoreciendo siempre el descubrimiento y la construccién de
los distintos tépicos matematicos, por lo que el profesor debe ser capaz de
implementar secuencias de aprendizaje que cumplan con ello, distanciandose

de una ensenanza tradicional.

Una de las ideas claves para ello es el aprender haciendo, es decir, el propiciar
que el estudiante descubra el tépico en base a los fendmenos que acontecen
en las propias vivencias personales de cada uno y en la naturaleza, para luego
llevar aquello al ambito puramente matematico, transitando asi de lo concreto

hacia lo pictérico y simbdlico.

Otra idea que se plantea es la puesta en escena del estudiante como actor y
protagonista de la clase, siendo el docente un ente que va guiando a este hacia
los objetivos y propdsitos. Se hace énfasis en los tipos de actividades que este
debe promover de modo que les permitan descubrir conceptos y adoptar
estrategias, asi como ser capaces de aceptar y reconocer los errores,
usandolos como centro de discusion y de busqueda de soluciones, junto con
realizar actividades colaborativas de modo que los estudiantes discutan y
reflexionen acerca de sus procedimientos, promoviendo el pensamiento

critico.

También, las orientaciones didacticas resaltan lo fundamental que es recurrir
a las experiencias previas antes de iniciar cada contenido, ya que sirven de
base para desarrollar los nuevos conocimientos, junto con establecer las
conexiones adecuadas entre contenidos ya estudiados y de otras asignaturas,
enriqueciendo el proceso de aprendizaje. Es clave que aquel proceso se dé
de manera progresiva, iniciando una escalada de complejidad que vaya acorde

a las situaciones que se vayan presentando.

Ademas, comentan la pertinencia de que este proceso se de en base a

representaciones, analogias y metaforas, pues en base a ello es posible lograr
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una mejor comprension de los conceptos y también un acercamiento que

fomente su motivacién por la matematica y que les familiarice con ella.

Por otro lado, las orientaciones didacticas también hacen hincapié en el uso
de las TIC como medio para la consecucién de los distintos objetivos, pues
estas sirven para comprobar y desarrollar procedimientos de manera rapida y

precisa.

Finalmente, comentan lo esencial del repaso y la ejercitacion de los contenidos
e ideas matematicas claves de manera de afianzar el aprendizaje, junto con la
importancia de una retroalimentacion adecuada del docente para con los
estudiantes con el objetivo de reconocer el esfuerzo que realizan, promover la
discusioén respecto de ejercicios y problemas y orientarlos acerca de qué areas

deben mejorar.

Respecto de las actividades que se encuentran en el programa de estudios,
podemos evidenciar con bastante decepcion, que lo que sostenemos en
nuestra problematica se hace patente en él, pues a pesar de que se proponen
una serie de actividades respecto al OA 12 como en todos los objetivos de
aprendizaje, ninguna de ellas estd asociada al contenido de Criterios de
Congruencia de Triangulos, estando todas enfocadas en los elementos
notables del triangulo y en construcciones geomeétricas. A pesar de ello, se
realizara un analisis general de las actividades que alli aparecen, con el
objetivo de dar forma al cuerpo de la investigacién. En primera instancia, se
deja explicito el objetivo de aprendizaje y los tépicos que se pretende abarcar

en el siguiente recuadro.

17



Objetive de Aprendizaje

OA 12
Construir objetos geométricos de manera manual y/o con softwore educativo:

+ Lineas, como las perpendiculares, las paralelas, las bisectrices y alturas en
triangulos y cuadriliteros.

» Punitos, como el punto medio de un segmento, el centro de gravedad, el centro
del circulo inscrito y del circunscrito.
s Trangulos v cuadrilitenss congruentsas.

Extraido del programa de estudios (p.147)

Respecto de las actividades propuestas, en la mayoria de ellas se plantea que
favorecen el desarrollo de la habilidad de representar y de resolver problemas,
las cuales corresponden al OAH Ky OAH A respectivamente. Por ejemplo, en
uno de los problemas se busca que los estudiantes utilicen estrategias para
estimar la llegada de un tsunami haciendo uso de puntos y elementos de la
circunferencia y del triangulo utilizando una ilustracién e involucrandose lo mas
posible en la situacion en base a construcciones geométricas. También se
potencia la actitud del trabajo en equipo, sefialada en las observaciones al

docente.

Otra de las actividades esta orientada a realizar construcciones con el objetivo
de establecer relaciones entre las figuras realizadas y visualizar propiedades.
Se podria pensar por un momento que el inciso a) puede vincularse al
contenido de criterios de congruencia, al pensar en que los estudiantes
podrian aseverar que los triangulos son congruentes por el criterio Lado - Lado
- Angulo (mayor) que los triangulos son congruentes, argumentando que la
altura es también transversal de gravedad y bisectriz, sin embargo, debido al
contexto de la actividad y a lo efimero del espacio, es dificil dilucidar si la

pregunta esta concretamente orientada a ello.
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#.  Obsaervan la construccion ¢) de la actividad 7. Piensan y realizan las Argumentar y

construcciones con regla y compds. comunicar
a. Construyen la altura del vértice C en el tridngulo isésceles ABC. ;Qué m!’muﬂm“;gta
propiedad tiene esta altura en el tridngulo isosceles? wsando simbeles. (0A )

b. Observan la construccion de la altura en el triangulo istsceles y
construyen la bisectriz del angulo con el vértice 5.

c. Resuelven problemas de construccion:

- Una persona se encuentra ubicada en el punto O v debe llegar al camino
h, zcudl es la distancia minima que debe recomer para llegar al camino?
[ibugar un esquema que describa lo planteado en el enunciado.

- Tres personas estin ubicadas de maneras que forman un tridgngulo,
;Cudl es la distancia minima que deben recorrer, para que las tres
caminen lo mismo y se encuentren en un mismo punto?

Extraido del programa de estudios (p.151)

Todas estas actividades apuntan al desarrollo de habilidades como la
argumentacion y la comunicacion y deben ser abordadas con conocimientos
respecto de elementos notables en el triangulo, los cuales junto con la
respectiva construccion permiten llegar a la respuesta, como es el caso del
inciso b) respecto de la construccion de la bisectriz. Respecto del inciso c),
deben dar cuenta que la recta perpendicular al punto Q y el camino h es la
distancia mas corta, para posteriormente aplicar lo aprendido respecto del
incentro de un triangulo como solucion a la problematica planteada en base a

la construccion de las bisectrices.

Asi, gran parte de las actividades estan orientadas a las construcciones
geomeétricas poniendo énfasis en la habilidad de argumentacion y otras estan
relacionadas a la resolucion de problemas de modo de desarrollar estrategias
para resolverlos. Si bien responden a los aprendizajes esperados planteados,
se deja fuera por completo lo que respecta al objeto matematico de Criterios
de Congruencia de Triangulos, por lo que es incongruente lo que se pretende

desarrollar junto con las actividades que finalmente se exponen.

19



1.2.2 Analisis de Textos Escolares

Ademas de revisar el programa de estudio y las bases curriculares en donde
se enmarca el objeto matematico, realizaremos un andlisis de dos textos
escolares de afos pasados con el objetivo de enriquecer la mirada respecto

del contenido en cuestion.

- Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (2014)

En el siguiente texto, el objeto matematico de Criterios de Congruencia de
Triangulos se encuentra en la Unidad 3, en las lecciones 35, 36, 37 y 38 (pag.
214 - 226), posterior a la revision del contenido de “Transformaciones
Isométricas”. Alli se tratan los contenidos matematicos de congruencia, figuras
congruentes, criterios de congruencia de triangulos y sus aplicaciones y
demostraciones utilizando congruencia, siguiendo el mismo orden en que

fueron nombrados.

La unidad comienza con un taller para introducir el topico utilizando las ideas
vistas en la unidad anterior respecto de las isometrias. Se les solicita a los
estudiantes dibujar un triangulo dadas las coordenadas de sus vértices en el
plano cartesiano, para posteriormente mediante una traslacion, obtener las
coordenadas de un nuevo triangulo. Luego de ello, los estudiantes deben
medir los lados y los angulos de ambos triangulos con regla y transportador,

comparando las medidas obtenidas para después registrarlas en una tabla.

Posteriormente, se les pide a los estudiantes que apliquen una reflexion al
triangulo obtenido, registrando nuevamente sus medias y comparandolas con
los triangulos anteriores, para finalmente volver a aplicarle una isometria, esta
vez una rotacion, al nuevo triangulo obtenido, repitiendo el mismo

procedimiento anterior.

Esta actividad tiene por objetivo que los estudiantes descubran que por medio
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de las transformaciones isométricas se pueden obtener figuras de igual forma
y tamano, esto es, con sus correspondientes lados y angulos de igual medida.
Si bien hay una buena intencion al efectuar ese paso desde lo conocido a algo
nuevo, la actividad se hace muy extensa al realizar el calculo de una gran
cantidad de elementos por medio de mediciones con regla y transportador. De
este modo, el taller forzosamente trata de desarrollar aquella actividad como
un problema, sin distar de lo que es un ejercicio, pues lo que principalmente
se logra es comparar medidas y practicar el calculo de areas de triangulos en
las isometrias, en contraste con la problematizacion para despertar el

conocimiento nuevo en el estudiante.

Una vez que los estudiantes completan la tabla, el texto institucionaliza el

tépico de la congruencia de figuras.

onsideraran congruentes (=) si y salo s tienen |a misma form
- nbtreas es podible ohtaner una |

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 215)

Posterior a ello, el texto continué con ejercicios para poner en practica lo
aprendido, identificando las partes correspondientes y congruentes entre
figuras y reforzando lo estudiado en el topico anterior identificando las
isometrias aplicadas a distintas figuras. Los ejercicios tienen por objetivo que
el estudiante afiance el contacto con el nuevo tema de estudio y desarrolle
habilidades respecto de la argumentacidon y la comunicacion al explicar por

quée distintos pares de figuras son o no congruentes.

21



Luego, el texto realiza la introduccion a los criterios de congruencia de
triangulos, iniciando con el criterio de congruencia Lado — Lado — Lado. Para
ello se realiza una actividad realizando la construccion de triangulos con el uso
de regla y compas, la cual tiene por objetivo que los estudiantes den cuenta

que con ciertos y minimos elementos de la figura se puede determinar un unico

triangulo.
L
Rednanse en parejas y realicen la siguiente actividad. !iajg_ﬁqg@
=T
Criterio Lado-Lado-Lado (LLL) . Hii::smr-mdnr

1. Construyan un triangulo ABC cuyos lados midan 5 * Comhds
cm, 4 cm y 3 . Para esto sigan los pasos:

[T Tracen con laregla  [ZF® Tracen con el com-  [Z5ER Tracen con el

un segmento que mida pds un arco de circunfe- COMPas un arco de cir-
5 om (segmento AB), uno rencia con centro en A cunferencia con centro
que mida 4 cm (AC) y y radio 4 cm (segmento en By radio 3 cmi (seg-
otro que mida 3 cm (BO). (AC). mento BC).
A B
AB=5m A B
FE=50m
- A E
A A=dmm L - FE=5m
R =4 C
B BH=3m ( .
B B=3cm C —
Bl =3m i F—tm C
B Bi=3m C

2. Marguen los puntos de intersecciom entre los arcos de circunferencia v
ndmbrenkos Cy Cl

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 218)

Si bien las actividades realizadas permiten construir el contenido por medio de
la experimentacion y la utilizacion de instrumentos, dependen
fundamentalmente de las preguntas orientadoras que se realicen para poder
hacer que los estudiantes se den cuenta que con los elementos dados se

puede construir triangulos congruentes.
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criteérios de congreen-

4 lastho - ladas - lada [LLL)

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 218)

El texto continua con la ensefianza de los criterios de congruencia Lado —
Angulo — Lado y Angulo — Lado — Angulo. La introduccién de estos no es
distinta del modo en que el primer criterio fue construido, pues se realiza en
base a construcciones geométricas en donde con los elementos involucrados
en cada criterio se construyen parejas de triangulos para posteriormente

comparar la medida de sus lados y sus angulos.

Posteriormente se realizan ejercicios de distinta indole con el objetivo de
reforzar lo aprendido. Estos van desde la construccién de triangulos conocidas
las medidas de algunos de sus elementos hasta la identificacion de triangulos
congruentes dadas ciertas ilustraciones, incluyendo inclusive una seccion de
resolucion de problemas, lo que pone en practica la utilizacion de los criterios

ya mencionados desarrollando fuertemente la habilidad de argumentar.

Avanzando en la unidad, se da inicio a un nuevo topico, el cual versa sobre
demostraciones utilizando los criterios de congruencia. Para esto, se realiza
una actividad que busca problematizar al estudiante con una situacion de la

vida real.
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{Como se realiza una demostracion utilizando
congruencia?

El célebre matematico Euclides fue el primera en presentar la Geometria de una manera
arganizada y logica, & demastrd muchas tecremas mediante el ramnamiento deductivo
Fue caracteristicas tendrd este razonamiento?

Jaime estd colocando un cableado para sostener
un poste como muestra la figura. El poste forma con
el suelo (horizontal) un dangulo recto.

Suamigo Mario le indica gue si coloca el cable, gue
va en el suelo, dejando la misma longitud a ambos
ladeos del poste, entonces los cables laterales gue se
unen en la parte superior del poste también seran de
igual longitud. Jaime, un poco escéptico, le pide a su
amigo que se lo demuestre antes de realizar el trabajo.

En realidad, lo que Mario debe demostrar es el teorema que dice: "Si em el AABC,
DL AB y O es punto medio de AB, entonces AC = BC.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 224)

A partir de aquella problematizacion viene la demostracion. Si bien puede ser
complejo mostrar una demostracion formal, considerando que no es el
contenido principal sino mas bien un complemento respecto de lo ya visto, es
bastante beneficioso abordar estas problematicas para el desarrollo de
habilidades.

Para realizar una demaostracidn matematica de algdin teorema o propiedad se pue-
den seguir kos siguientes pasos.

Identificar la hipdtesis v la tesis del teorema.

Hipdtesis: En el AABC, CD L AB.
D es punto medio de AB.

Tesis: E = E

Realizar la demostracion y justificar cada afirmacidn,

Afirmaciones Justificaciones
SitD L AB entances & ADC y BOC miden 90°. | Por hipdtesis.
(0 s lada comin de £BDC y LADC. Por construceian de angulos.
5i [ es punta media entances AD = BD. Por hipdtesis y por concepta de congruendia.
Las tridngulas DCA y DOB son congruentss. Por eriterio LAL.
Entonces, AC = BC. (Queda demastrado [g. e d).

Por lo tanto, Jaime puede estar seguro que los cables laterales seran de igual longitwd.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 224)
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Lo anterior se fundamenta en lo que comenta Crespo, pues “A través de las
demostraciones y argumentaciones logicas, es posible evitar la tendencia de
la algoritmizacion de la matematica en el aula, evitando el aprendizaje
mecanico de formulas y la aplicacion de estas de forma rutinaria. La
consideracion de las demostraciones como un tipo mas de problemas a
resolver, hace que los alumnos comprendan que simplemente se trata de
procedimientos necesarios para la resolucion de problemas y no vean al
proceso de demostrar como algo destinado unicamente a los matematicos.
Los distintos tipos de argumentaciones en la clase de matematica permiten
que los alumnos adquieran el dominio de formas de razonamiento que, si bien
pueden aplicarlas inicialmente a un dominio formal, posteriormente les
permitan enriquecer su manera de razonar ante problematicas de diverso
origen.” (Crespo, 2005, pag. 29). Asi, si bien el texto analizado introduce el
tépico con una actividad bastante extensa, poco a poco comienza a construir
el contenido para una vez luego de ello, poner en practica lo aprendido tanto
mediante la solucion de ejercicios como con la resolucion de problemas vy
demostraciones, lo cual se aleja de la légica mecanicista y algoritmica
mencionada con anterioridad, logrando promover fuertemente la habilidad de

argumentacion.

- Matematica 1° Medio, Texto para el Estudiante (2012)

En este segundo texto, el objeto matematico se encuentra en la Unidad 3:
Geometria. Al igual que en el texto anterior, lo referente a congruencia,
criterios de congruencia de triangulos y sus aplicaciones geométricas, se

encuentra después de lo referido a las transformaciones isométricas.

El capitulo comienza reflexionando acerca del concepto de igualdad,
comentando que, cuando hablamos de que dos cosas son iguales, estamos
abusando del lenguaje, pues cuando dos objetos son iguales estos deben

ocupar el mismo lugar en el espacio. Asi, se deja en claro que este concepto
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de igual refiere a que si se ubica un objeto sobre otro, calzan de manera

perfecta.

En base a ello, se introduce la definicién de congruencia respecto a segmentos
y figuras. Es menester mencionar que, en similitud con el texto analizado
anteriormente, la definicidon de congruencia vuelve a tener conexién con la

isometria.

En matematicas pasa lo mismo: si dibujas dos hexagonos regulares de lado 10 cm
cada uno, en una hoja de papel, no pueden ser iguales, pues estan en lugares distin-
tos de la hoja, pero con una isometria es posible transformar uno en el otro. En este
caso la isometria es una traslacion. c

En matematicas, cuando existe una isometria (traslaciones, rotaciones, reflexiones
o composicion de ellas) que transforma una figura en otra, no decimos que son
iguales, sino que son congruentes.

Dos figuras son congruentes si una es la imagen de la otra,
via una isometria.

Como las isometrias preservan medidas de angulos y segmentos, entonces si dos
figuras son congruentes, las medidas de sus Anpulos v segmentos son las mismas.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 159)
Posteriormente se agregan definiciones de congruencia de otros objetos como
rectangulos y circunferencias mediante el uso de isometrias como la
traslaciéon, lo cual es positivo pues amplia el horizonte respecto de otras
figuras, activando asi otros conocimientos previos. Ademas, constantemente
se ejemplifican las situaciones descritas utilizando dibujos, lo cual contribuye

a la comprensidén del topico de congruencia de manera visual.

Hacia el final de esta introduccion, se presenta la definicidon de congruencia de
triangulos bastante similar a las ya vistas, haciendo uso de la reflexion, la

rotacion y la traslacion.
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Ahora, estudiemos el caso de los tridngulos. Si dos tridngulos son congruentes, en-
tonces sus lados y angulos miden lo mismo. A la inversa, si tenemos dos triangulos
AABC vy AA'B'C' tales que AB=A'B', AC=A'C', ¥ BC=B'C', v ademas
m(LABC)= m(£A'B'C'), m(LACB)=m (LA'C'B"), y m( LCAB)=m(£C'A'B)

' . C

C B C : ,
J :

A
B ; B B

A A

A C'
A

WVia una traslacion llevamos el punto B’ en el punto B. Como AB=A'B', una
rotacion con centro en B, permite llevar A' en A . Luego, si es necesario, via una

reflexion entorno al eje AB | se obtiene que C' calza con C . Luego los tridngulos
son congruentes. Entonces,

Dos triangulos son congruentes si y solo si
sus lados y dngulos homélogos miden lo mismo.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 162)

Posterior a la institucionalizacion del contenido, se presenta una pagina con
una serie de ejercicios para practicar lo aprendido. En la mayoria de los
ejercicios se potencia la habilidad argumentacion, pues ademas de calcular
informacion respecto de las medidas de los lados y angulos de distintas
figuras, se realizan preguntas abiertas que sirven para que los estudiantes
reflexionen, comparen y discutan sus respuestas, privilegiando el trabajo en

equipo y en consecuencia promoviendo un aprendizaje colaborativo.

Luego, el texto da inicio al siguiente capitulo, enfocado especificamente en los
criterios de congruencia de triangulos. Para esto, se comienza utilizando la
definicion respecto del conocimiento de los seis elementos de un triangulo, es
decir, sus tres lados y tres angulos, para poder conjeturar que dos triangulos
son congruentes. Asi, se comienza a reflexionar acerca de cuales de estos
elementos se puede prescindir para hacer esa conjetura. Aquella es una
manera de tratar el tépico, ya que hace ver desde un principio el
funcionamiento de los criterios de congruencia, pues los estudiantes daran
cuenta de para qué sirven estos, siendo la minima informacién posible para

poder establecer que dos triangulos son congruentes.
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En una primera instancia, se reducen de seis a cinco los elementos
necesarios, pues al tener la medida de los dos angulos de un triangulo, la del
tercero se desprende mediante la propiedad de la suma de los angulos
interiores de un triangulo. Por lo tanto, el texto concluye que, si dos triangulos

tienen dos angulos y tres lados de igual medida, son congruentes.

Luego de ello, se continua ahondando respecto de si podemos reducir la
cantidad de elementos para establecer la congruencia entre dos triangulos,
para lo cual el texto introduce una demostracion visual. En ella, se quiere
probar que dos triangulos son congruentes si tres de sus lados y un angulo
son congruentes. Si bien, la demostracion es compleja, esta explicada y
lograda para el nivel escolar, logrando entenderse de manera visual.

Entonces, hemos quitado una informacion redundante, ;podremos quitar otra? ; Bas-

tara tres lados iguales v un dngulo igual para que dos triangulos sean congruentes?
Investiguemos.

Consideremos dos triangulos AABC v AA'B'C’, tales que E=ﬁ AC=AC
v BC=B'C, y ademas LABC mide lo mismo que ZA'B'C'.

C B Al A

_ A A
el
| C C

[

C c
. B’
A B

Como AB=A'B’, existe una isometria que lleva A en A" v B en B'. Tracemos

ahora el segmento CC', Por la congruencia de los lados, se tiene que los tridngulos.
ACBC' v ACAC' son isdsceles, entonces los dngulos ACC'A vy AC'CA miden
lo mismo. Del mismo modo los dngulos ACC'B y ZC'CEB miden lo mismo.

Por lo tanto, el angulo £ACEB mide lo mismo que el dngulo ZA'C'B’, entonces
los tridngulos AABC y AA'B'C', tienen lados que miden lo mismo, y dos dngulos
que miden lo mismo. Por lo tanto los tridngulos son congruentes. Resumiendo,
tenemos:

Si la medida de los lados de dos tridngulos v la medida de uno de
sus dngulos son iguales, entonces los tridngulos son congruentes.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 164)
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También, se hace una demostracién muy similar para demostrar que solo se
necesita saber que los tres lados de dos triangulos son congruentes para
afirmar la congruencia entre aquellos triangulos, lo cual contribuye a la idea
comentada con anterioridad, es decir, que los criterios de congruencia buscan
utilizar la minima cantidad de elementos para conjeturar la congruencia entre
dos triangulos. Luego de ello, se define el criterio de congruencia Lado — Lado
— Lado.

Entonces, nuesira conjetura es que si dos tridngulos tienen los tres lados de igual
medida entonces los tridngulos son congruentes. Investiguemos este caso. Conside-
remos dos triangulos de iguales medidas, AABC v AA'B'C', tales que AB=A'B',
AC=A'C’, y BC=B'C'. Porlo que vimos en la pigina anterior, basta mostrar que

tienen al menos un angulo de igual medida para demostrar que son congruentes.

B' [} '
B B
. B . B
C ' '
C c :
A A ATA A'A

Mediante una isometria haremos coincidir los vértices A con A"y B con B,
igual que en el caso anterior, trazando el segmento CC', formamos dos tridngulos
isosceles, a saber son, ACC'A yv CC'B. Por lo tanto los dngulos £CC'A mide
lo mismo que el angulo £C'CA vy por la misma razon los angulos #C'CB vy
ZCC'B miden lo mismo. Por lo tanto los angulos ZACB v ~A'C'B' miden lo
mismo, por lo tanto los triangulos AABC v AA'B'C', son congruentes.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 165)

Posterior a la definicion del criterio de congruencia Lado — Lado — Lado, se
introducen los criterios Lado — Angulo — Lado y Angulo — Lado — Angulo, sin
realizar sus demostraciones, comentando que un estudiante interesado
debiera averiguarlas. Aquella accidn es bastante positiva para alimentar la
curiosidad de los estudiantes a ir mas alla de lo expuesto, sumado a los
registros pictéricos que ayudan a comprender los criterios de mejor manera.

Ademas, con una definicibn escrita y representaciones simbdlicas y
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geométricas que ayudan a comprender la definicidn.

Teorema (Criterio LAL)

5i dos tridngulos tienen dos lados correspondientes
congruentes y el dngulo que forman los lados congruentes
mide lo mismo, entonces los tridangulos son congruentes.

Este criterio se conoce como “lado-dngule-lade™ vy lo que postula es que si ti
tienes dos palitos v los unes por uno de sus extremos, v los abres o lo cierras
de manera de formar un angulo dado, entonces existe una sola forma de cerrar
el tridngulo. Es decir, la distancia entre los extremos no unidos, estd totalmente
determinada.

A F

Cc D E

Si AB=FD. BC=DE v los angulos ZABC v ~FDE miden lo mismo, entonces
los triangulos AABC y AFDE son congruentes.

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 166)

Luego se repite la instancia de ejercitacion para practicar lo aprendido. En
ellos, el estudiante debe utilizar lo aprendido identificando la congruencia entre
ciertos triangulos dados, fundamentando en base a qué criterio lo son. Otras
preguntas van enfocadas al descubrimiento de ciertas propiedades que
cumplen ciertas figuras, como el identificar cuantos ejes de simetria tienen los
triangulos escaleno, isésceles y equilatero o si las diagonales de un rombo se
dimidian. Aquellas actividades son beneficiosas pues sirven al estudiante para
desprender o comprobar diferentes propiedades mediante la utilizacion de los

criterios de congruencia.

Para finalizar, el texto muestra algunas aplicaciones de los criterios de
congruencia en la geometria. Uno de los ejemplos que se muestra gira en torno
a que, en un triangulo isdsceles, la bisectriz del angulo opuesto a la base es

transversal de gravedad y altura.
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Como AD es bisectriz, se tiene que el angulo #BAD mide lo mismo que el angulo
ZDAC. Entonces por el criterio LAL, se tiene que los triangulos BDA vy CAD
son congruentes. Por lo tanto BD =DC, luego D es punto medio de BC. Es decir,
ADes transversal de gravedad. También por congruencia, podemos afirmar que &
y U miden lo mismo v como son suplementarios, se tiene que miden 90¢ cada uno

de ellos, por lo tanto AD | BC, es decir AD es altura del triangulo.
A

B D C

Matematica 1° Medio, Texto del Estudiante (pag. 169)

Como se comentd anteriormente, el incluir aplicaciones de este tipo favorece
el descubrimiento y la constatacion de propiedades ya conocidas, pero hay
que cuidar el lenguaje y las orientaciones frente a este tipo de situaciones,
pues es posible notar que el texto comienza a ir mucho mas rapido en sus
explicaciones, lo que puede provocar la aparicion de obstaculos didacticos
desencadenando en algunos estudiantes la falta de comprensién de la
aplicacién. También hay ausencia de simbologia esencial y existe un abuso
del lenguaje, respecto a la frase “el angulo 4BAD” o “los triangulos BDA y CAD
son congruentes”, lo cual puede mermar en la construccion de lenguaje

matematico de los estudiantes.
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1.3 Objetivos

Objetivo General

- Caracterizar las acciones utilizadas por los estudiantes al argumentar

en torno al contenido de criterios de congruencia de triangulos.

Objetivos Especificos

- Realizar un diagnostico para determinar en qué nivel del Modelo de Van

Hiele se encuentran los estudiantes.

- Elaborar un disefo didactico en torno al contenido de criterios de

congruencia de triangulos.

- Aplicar el disefio didactico a estudiantes de primero medio.

- Analizar las respuestas de los estudiantes en base a la secuencia de

clases implementada.

32



Capitulo Il
OBJETO MATEMATICO

En este capitulo se presentara el objeto matematico en estudio, es decir, la
congruencia y los criterios de congruencia de triangulos. En primera instancia,
se presentaran algunas ideas de su epistemologia, realizando un analisis
historico. Posteriormente, se presentara el estatus actual de los criterios de
congruencia de triangulos, los cuales seran utiles para la construccion del

diseno de clases.

2.1 Ideas de la epistemologia del objeto matematico

Para Sanchez (2012), la obra “Los Elementos de Euclides”, llevada a cabo por
Euclides en el afio 300 a.C, es quiza el libro mas exitoso de la matematica en
la historia, pues fue un pilar fundamental para el desarrollo del area de la
geometria y de la matematica en general al presentar un compendio de ésta
que predomind por siglos, siendo junto a La Biblia y Don Quijote de la Mancha

uno de los libros mas estudiados de todos los tiempos.

Aquella obra es desarrollada en 13 libros, profundizando en temas como la
geometria, la aritmética y el algebra. Cada libro presenta una serie de
definiciones y teoremas con el objetivo de darle una estructura a la obra, sin
embargo, el primer tomo presenta, ademas, 5 postulados y 5 nociones

comunes.
De acuerdo con Euclides (1991), las nociones comunes son:

Las cosas iguales a una misma cosa son también iguales entre si.

2. Y si se afladen cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales
Y si de dos cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son
iguales.

4. Y las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.
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5. Y el todo es mayor que la parte.

Aqui es posible apreciar las primeras aproximaciones al concepto de
congruencia en relacion con lo que Euclides refiere como cosas iguales, lo que
queda expresado directamente en la cuarta nocion, respecto de establecer la
igualdad entre dos cosas cuando estas coinciden. Acerca de esto, Giovannini
comenta que “(...) en estos primeros libros todas las figuras planas son
estudiadas apelando a una nocién no definida de congruencia, que intenta
expresar que dos figuras (segmentos, angulos, areas) poseen el mismo

“tamano™ (Giovannini, 2015, pag. 23). Ya en la proposicion 4 del mismo libro,
emerge una de las primeras aproximaciones de lo que hoy conocemos como

el criterio de congruencia Lado — Angulo — Lado:

“Si dos triangulos tienen dos lados respectivos iguales, y tienen los angulos
comprendidos iguales, tendran también las respectivas bases iguales, y un
triangulo sera igual al otro, y los angulos restantes, a saber, los subtendidos
por lados iguales, seran también iguales respectivamente” (Euclides, 1991,
pag. 206).

Nuevamente, Euclides no alude al concepto de congruencia, sin embargo,
mediante aquella proposicidn establece la primera aproximacién al criterio

antes mencionado, el cual fundamenta de manera intuitiva:

“Porque sobrepuesto el triangulo ABC al DEF, y colocado el punto A sobre el
D, y la reda AB sobre la DE, caera también el punto B sobre el E, por ser la
linea AB igual a la DE y por consiguiente caera del mismo modo la reda AC
sobre la DF, pues el angulo BAC es igual al EDF por cuya razon el punto C
caera sobre el F, siendo la reda AC igual a la DF” (Euclides, 1991, pag. 206).
Es menester comentar que Euclides usa el concepto de base para referirse al

tercer lado cuando ya han sido mencionados los otros dos.
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Mas adelante, en la proposicion 8, se aprecia una nueva aproximacion, pero
esta vez, hacia lo que hoy conocemos como el criterio de congruencia Lado —
Lado — Lado:

“Si dos triangulos tienen los dos lados del uno respectivamente iguales a los
dos lados del otro, y las dos bases iguales; tendran también iguales los angulos
comprehendidos por los lados.” (Euclides, 1991, pag. 212). Nuevamente, el
fundamento de aquella proposicion es similar a la anterior; si se hacen
corresponder los vértices de ambos tridngulos, estos coincidiran, por ende,

seran iguales.

En base a lo comentado por Sanchez (2015), la estructura usada por Euclides
corresponde a un sistema axiomatico, es decir, se define el objeto a estudiar,
se fijan principios basicos conocidos como axiomas y a partir de ellos se
deducen las proposiciones de la teoria axiomatizada. Aquello fue de tal
importancia que sirvié como base de la geometria en aquella época y perdurd

por mas de 2000 afios.

Sin embargo, segun Morales, “Los Elementos de Euclides en la actualidad no
resolverian satisfactoriamente el problema de demostrar en geometria, porque
el numero de definiciones, axiomas, postulados que sirven como base para
una demostracion rigurosa de todos y cada uno de los teoremas que aparecen
en los Elementos es insuficiente y algunas demostraciones presentan
suposiciones tacitas” (Morales & Velasquez, 2007, pag. 43). Por ello, durante
fines del siglo XIX surgié la necesidad de elaborar un nuevo sistema
axiomatico para dar solucion a las debilidades planteadas por Euclides. Aquel
trabajo fue llevado a cabo por el matematico David Hilbert en su obra
“‘Fundamentos de la geometria”, en la cual analiza la axiomatizacién realizada

por Euclides dando lugar a un nuevo tratamiento de la Geometria Euclidiana.

Asi, Hilbert (1991) menciona cinco grupos de axiomas en los cuales se

sustenta esta geometria:

- Axiomas de Enlace
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- Axiomas de Orden
- Axiomas de Paralelismo
- Axiomas de Congruencia

- Axiomas de Continuidad

De este modo, Hilbert comenta que “Los segmentos estan entre si en ciertas
relaciones, para cuyas descripciones sirven las palabras congruente o
igualdad” (Hilbert, 1991, pag. 13), estableciendo posteriormente cinco axiomas

de congruencia. Uno de ellos establece lo siguiente:

“Si dados dos triangulos ABC y A’'B’C’ se satisfacen las congruencias AB =

A'B’, AC = A'C’'y 4BAC = 4B’A’C’, entonces las congruencias:

4ABC = 4A'B'C'y 4ACB = 4A'C'B’

Se satisfacen también.” (Hilbert, 1996, pag. 16)

Asi, en base a este axioma, Hilbert desarrollaria las demostraciones de los

teoremas de congruencia de triangulos.

2.2 Objeto Matematico

Tras el surgimiento de la nueva axiomatizacion de la geometria propuesta por
Hilbert, muchos gedmetras tuvieron la oportunidad de elaborar sus obras
propias influenciados por este nuevo tratamiento. En vista de ello, para abordar
el estatus actual de los criterios de congruencia de triangulos, nos

enfocaremos en el trabajo realizado por Edwin Hemmerling.

Acorde con Hemmerling (2009), el estatus actual de los criterios de

congruencia de triangulos es el siguiente:
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Postulado numero 17 (el postulado L.A.L.). Dos triangulos son congruentes si
dos lados y el angulo que forman en uno son, respectivamente, congruentes a

los dos lados y el angulo que forman en el otro.

Este postulado establece que, en la figura 4.9, si AB = ED=, AC = EF y 4A =
4E, entonces AABC = ADEF

c F

A . B D L E

Figura 4.9.

Extraido de “Geometria Elemental” (Hemmerling, 2009, pag. 129)

Teorema 4.14

4.25. Sidos triangulos tienen dos angulos y el lado incluido de uno congruentes
a los dos angulos y el lado incluido correspondientes del otro, los triangulos

son congruentes.

C

A 1 B D

Teorema 4.14.

Extraido de “Geometria Elemental” (Hemmerling, 2009, pag. 136)

Hipotesis: AABC y ADEF con A = 4D, 4B = 4E, AB = DE

Conclusion: AABC = ADEF
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Demostracion:

Proposiciones

Razones

1.AB = DE, A = 4D

1. Hipdtesis

2. Sobre DF existe un punto H
tal que m (DH) = m (AC)

2. Postulado de la situacién de los puntos

3. Trazar HE 3. Dos puntos determinan una recta.

4. AABC = ADEH 4. LAL.

5. 4DEH = 4B 5. Los 4&ngulos correspondientes de los
triangulos  congruentes son  mutuamente
congruentes.

6. 4B = 4E 6. Hipotesis.

7. 4DEH = 4E 7. La congruencia de los triangulos es transitiva.

8. EH = EF son el mismo rayo.

8. Postulado de la construccion de los angulos.

9.H=F

9. Dos rectas se intersectan cuando mas en un

punto.

10. AABC = ADEF

10. Reemplazando H de la proposicion 4 por F

(de la proposicion 9)

Se observara que al trazar la figura para la demostracion del teorema 4.14, el

punto H se muestra entre D y F. El punto podria trazarse con igual propiedad,

con F entre H y D. Esto no alteraria la validez de la demostracién. La

abreviatura para la proposicién de este teorema es A.LA.
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Teorema 4.18

4.35. Si los lados de un triangulo son congruentes a los del otro, los triangulos

son congruentes entre si.

c F
|
|
|
|
| K
A\\\ 1I' /, B D E
\ ' "o
S : /,-"
N\ | o
\v,
G \\
H\* Teorema 4.18.

Extraido de “Geometria Elemental” (Hemmerling, 2009, pag. 149)

Hipotesis: AABC y ADEF con AB = DE, BC = EF, AC = DF

Conclusion: AABC = ADEF.

Demostracion:

Proposiciones Razones

1. AB = DE 1. Hipdtesis.

2.- Existe un rayo AH tal que ABAH = | 2. Postulado de la construccion de los

4EDF, y tal que C y G estan en lados | @angulos.
opuestos de 4B.

3.- Existe un punto G sobre AH tal que | 3. Postulado de la situacion de los

AG = DF puntos
4. Trazar el segmento BG. 4. Postulado 2.
5. AABG = ADEF. 5. LAL.
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6. AC = DF.

6. Hipodtesis.

7.AG = AC 7. Teorema 3.4.

8. BG = EF 8. Las partes correspondientes de
triangulos congruentes son
congruentes.

9. BC = EF 9. Hipdtesis.

10. BG = BC 10. Teorema 3.4.

11. Trazar el segmento CG

11. Postulado 2.

12. 4ACK = 4AGK.

12. Teorema 4.16.

13. 4BCK = 4BGK.

13. Teorema 4.16.

14. 4ACB = 5AGB.

14. Teorema de la adicidon de los

angulos.

15. 4AGB = 4DFE.

15. Razon 8.

16. 4ACB = sDFE

16. La congruencia de los angulos es

transitiva.

17. AABC = ADEF

17. L.AALL.

Si bien estas demostraciones no deben ser abordadas en el aula debido a su

alto nivel de abstraccion, es esencial realizar un analisis exhaustivo de ellas,

pues pueden dictar pautas sobre como presentar el topico de una manera

visual y constructiva, mediante el uso de regla y compas o de software

educativo, para asi evitar caer en errores y obstaculos que pueden entorpecer

la ensefanza aprendizaje del topico en cuestion.
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Capitulo 1l
MARCO DE REFERENCIA

Dado que esta investigacion esta realizada en torno al tépico de criterios de
congruencia de triangulos, enmarcado en el eje de geometria, trabajaremos
con el Modelo de Van Hiele, el cual es un modelo para la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria que explica como se desarrolla el razonamiento
geomeétrico organizandolo en una serie de niveles. Asi, se ubica al estudiante
en un nivel determinado y a medida que este vaya progresando en su

aprendizaje, avanza a un nivel superior.

De acuerdo con Gamboa y Vargas (2003), los niveles son los siguientes:

- Nivel 1: Reconocimiento o Visualizacion
El estudiante reconoce las figuras como un todo, no pudiendo identificar sus

partes ni tampoco sus propiedades. Relaciona las figuras con elementos de su

entorno sin usar un lenguaje matematico y geométrico para referirse a ellas.

- Nivel 2: Analisis
El estudiante puede reconocer y analizar las partes y las propiedades de
distintas figuras, sin embargo, no es capaz de hacer relaciones entre las

propiedades de familias de figuras. Establece propiedades a través de la

manipulacion y la experimentacion, pero no puede elaborar definiciones.

- Nivel 3: Deduccion informal u orden

El estudiante reconoce y comprende las propiedades de las figuras,

estableciendo relaciones entre familias de ellas. Identifica las condiciones que
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deben cumplir, por lo cual es capaz de elaborar definiciones, sin embargo, no
posee un razonamiento geométrico formal, no pudiendo entender las

demostraciones y el sistema axiomatico de las matematicas.

- Nivel 4: Deduccioén formal

El estudiante es capaz de entender demostraciones en su totalidad,
entendiendo el sistema axiomatico de las matematicas. Puede deducir
propiedades de otras, reconociendo cémo es posible llegar al mismo resultado
en base a procesos distintos, no obstante, no es capaz de dimensionar la

necesidad del rigor en los razonamientos.

- Nivel 5: Rigor

En este nivel el estudiante comprende la consistencia de los axiomas de los
fundamentos de la geometria, reconociendo la necesidad del rigor en sus
sistemas deductivos. Dado el alto grado de abstraccion de este nivel, solo

estudiantes universitarios logran desarrollarlo.

Para avanzar de un nivel a otro, acorde con Gamboa y Vargas (2003), el
Modelo de Van Hiele propone cinco fases de aprendizaje, las cuales deben
orientar al docente a realizar actividades ideales para que el estudiante sea

capaz de pasar de un nivel a otro. Las fases de aprendizaje son las siguientes:

- Fase 1: Informacion
En esta fase el docente debe identificar los conocimientos previos de los

estudiantes para saber en qué nivel de razonamiento geométrico se

encuentran, junto con introducirlos al nuevo tema de estudio.
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- Fase 2: Orientacién dirigida

En esta fase el docente debe guiar a los estudiantes de manera prolija, pues
debe seleccionar las actividades y ejemplos adecuados para que el estudiante
comprenda las bases del nuevo conocimiento. Esto es esencial, pues
constituye el centro del aprendizaje, ya que va a lograr que el estudiante sea

capaz de transitar de un nivel a otro.

- Fase 3: Explicitaciéon

En esta fase los estudiantes deben discutir y comunicar lo aprendido, tanto
con el docente como con sus pares. No se produce aprendizaje de contenidos,
sino que el afianzar lo visto con anterioridad, por lo cual se debe perfeccionar

el vocabulario y el lenguaje matematico ya aprendido del nivel.

- Fase 4: Orientacion Libre

En esta fase se debe consolidar el aprendizaje llevado a cabo en las fases
anteriores, de manera que el docente debe proponer ejercicios mas complejos,

evitando prestar ayuda a los estudiantes para resolver los problemas.

- Fase 5: Integracion

En esta ultima fase los estudiantes deben completar el aprendizaje realizado,
integrando los conocimientos que acaban de adquirir a los que tenian
anteriormente. El docente debe promover la realizacion de resumenes para
organizar mejor el contenido, junto con propiciar actividades que den cuenta

solo de reforzar lo ya visto, sin originar conocimientos nuevos.
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Dado que el objetivo de nuestra investigacion es saber qué acciones utilizan
los estudiantes al argumentar, el Modelo de Van Hiele nos ayudara a llevar a
cabo nuestros objetivos. En primera instancia y mediante la informacion que
recogeremos de ellos respecto a los conocimientos que tienen y como
argumentan respecto al topico de la congruencia de tridngulos, los
clasificaremos en uno de los niveles de Van Hiele. Luego de ello realizaremos
una secuencia didactica con el objetivo de que los estudiantes puedan transitar
de un nivel a otro con ayuda de las caracteristicas de cada una de las fases,
contribuyendo en la toma de conocimiento de los estudiantes respecto del

contenido de criterios de congruencia de triangulos.

Finalmente, se realizara una evaluacion con el objetivo de ubicar a los
estudiantes en un nivel del modelo, junto con analizar las estrategias
argumentativas que llevaron a cabo y contrastar los resultados y la informacion

con la recabada durante el inicio de la secuencia didactica.
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Capitulo IV
ENFOQUE METODOLOGICO

Dado que la presente investigacion es de tipo cualitativa, pues esta orientada
a saber de qué manera argumentan los estudiantes respecto de una secuencia
de ensefianza didactica de criterios de congruencia de triangulos, se deben
utilizar metodologias que sirvan de orientacién y guia para la implementacion
de la secuencia de ensenanza aprendizaje y los analisis que se puedan llevar
a cabo. Asi, se utilizaran los principios de la Ingenieria Didactica (ID) y la
Metodologia de Estudio de Clases (MEC).

4.1 Elementos de la Ingenieria Didactica

La ingenieria didactica tiene su origen en la didactica de la matematica
francesa durante la década de los 80 y se utiliza como una metodologia de
investigacion y como productor de proyectos de ensefanza aprendizaje, la
cual para objeto de esta investigacion contribuira en la realizacién de una
secuencia de clases de criterios de congruencia de triangulos para los cursos

de 1° Medio Ay 1° C de la escuela Premilitar Capitan Ignacio Carrera Pinto.

Esta investigacion esta situada en un nivel de micro ingenieria didactica. Al
respecto, De Faria comenta que “Las investigaciones a este nivel son las que
tienen por objeto el estudio de un determinado tema. Ellas son locales y toman
en cuenta principalmente la complejidad de los fendmenos en el aula.” (De
Faria, 2006, pag. 3).
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En base a De Faria (2006), la ingenieria didactica consta de cuatro fases:

- Primera Fase: Analisis preliminares

Para llevar a cabo una secuencia didactica en base a la Ingenieria didactica,
en primera instancia se debe indagar respecto del objeto matematico de
manera epistemologica, didactica y curricular. Para este trabajo, se realiz6é un
analisis de la epistemologia respecto de la congruencia, junto con analisis
didacticos respecto del contenido de criterios de congruencia de triangulos y
su evolucion en los textos de estudio de los ultimos afios, todo aquello en

funcién de los objetivos de esta investigacion.

- Segunda Fase: Concepcion y analisis a priori de las situaciones

didacticas

En esta fase se comenzo a trabajar en el disefio de la secuencia de ensefanza
aprendizaje, realizando asi un analisis a priori sobre las diversas situaciones
claves que consideramos importantes durante las clases, teniendo en cuenta
el tipo de respuesta que podrian realizar, los diferentes obstaculos que podrian
surgir, los errores que podrian cometer y la manera en como podriamos
usarlos como oportunidades de aprendizaje y las estrategias que podrian

llevar a cabo para abordar ciertas situaciones.

- Tercera Fase: Experimentacion

En esta fase se llevd a cabo la implementacion de la secuencia de ensefianza
aprendizaje en una modalidad virtual en base a las decisiones vy

cuestionamientos realizados en el analisis a priori, o que nos proporcioné
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informacion para mas tarde poder reflexionar y ahondar en el disefio de

nuestra secuencia de clases.

- Cuarta Fase: Analisis a posteriori y evaluacion

En esta ultima fase se extraen conclusiones respecto de la investigacion
realizada, ya que “se basa en el conjunto de datos recolectados a lo largo de
la experimentacion, es decir, las observaciones realizadas de las secuencias
de ensefanza, al igual que las producciones de los estudiantes en el aula o
fuera de ella” (De Faria, 2006, pag. 5). Aqui contrastaremos los analisis a priori
y a posteriori y examinaremos los resultados provenientes de las producciones
que los estudiantes han realizado a lo largo de la secuencia, con el objetivo de

dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion.

4.2 Estudio de Clases

Junto con la ingenieria didactica, también se utilizé la metodologia del Estudio
de Clases, que consiste en “un proceso mediante el cual los profesores
trabajan en comun para mejorar progresivamente sus métodos pedagdgicos,
examinandose y criticandose mutuamente las técnicas de ensefianza.” (Mena,
2006, pag. 1).

Para ello, el mismo autor nos comenta que “Consta de tres aspectos bien
definidos, que se realizan de manera reiterada, de manera de mejorar
progresivamente su disefio y ejecucion: un grupo de profesores prepara una
clase (o conjunto de clases), luego uno de ellos la ensefa publicamente —
asisten no so6lo quienes la prepararon— y finalmente se hace una sesién de

revision y critica.” (Mena, 2006, pag. 2).

Tomando aquellos aspectos, durante nuestra secuencia didactica
realizaremos una clase la cual sera grabada. En ella se presenta un problema
que sera objeto de discusion por parte de los estudiantes y lo cual nos va a

permitir ahondar en qué tipo de estrategias utilizan para llegar a la solucién de
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este. Posteriormente y acorde con lo comentado acerca de la Metodologia de
Estudio de Clases, se expondra el registro de la implementacion llevada a cabo
con nuestra profesora y nuestros compaferos en una sesion del curso de
Seminario de Titulo, con el objetivo de discutir y reflexionar respecto de las
acciones realizadas y el problema en particular, de modo de obtener

retroalimentaciones que nos sirvan para nuestra investigacion.
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CAPITULO V
SECUENCIA DE ENSENANZA APRENDIZAJE

Para poder llevar a cabo la investigacion detallada durante los capitulos
anteriores, es obligatorio transcurrir por un proceso de reflexion para la
elaboracion y disefio de clases, junto con las respectivas actividades y
problemas en cada una de ellas. Asi, este capitulo esta orientado a detallar la
secuencia de ensefanza aprendizaje presentando las planificaciones
realizadas junto con los objetivos de las sesiones de clase, indicando los
tiempos de las fases de inicio, desarrollo y cierre junto con lo realizado en cada

una de ellas, los analisis de las actividades y problemas claves, entre otros.

5.1 Descripcion de la secuencia ensefanza aprendizaje.

La secuencia de aprendizaje fue pensada para el nivel de ensefianza de
primero medio, especificamente para los cursos primero medio A y primero
medio C de la escuela premilitar capitan Ignacio Carrera Pinto, cuyos
estudiantes tienen entre 13 y 16 afios. Ademas, para elaborar la secuencia de
clases se tuvo en cuenta la metodologia de trabajo del colegio, la cual era sélo

virtual, utilizando la plataforma de videollamadas Meet para realizar las clases.

En base a ello, la secuencia se llevé a cabo en cinco clases de una hora
pedagdgica, junto con la realizacion de una evaluacion intermedia entre la
cuarta y la quinta sesion. El topico por estudiar son los Criterios de
Congruencia de Triangulos, que de acuerdo con lo analizado en el capitulo 1,

se encuentran en el nivel de séptimo basico.

Objetivo _de la secuencia: Comprender los criterios de congruencia de

trianqulos, aplicandolos en la resoluciéon de ejercicios y problemas.
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Clase 1: En esta clase se realiz6 una pequena evaluacion diagnodstica en base
a las problematicas que se presentan en la misma, con el objetivo de conocer
el nivel en general de los estudiantes del curso, acorde con la primera fase del
Modelo de Van Hiele, en la cual “se procede a tomar contacto con el nuevo
tema objeto de estudio. El profesor debe identificar los conocimientos previos
que puedan tener sus alumnos sobre este nuevo campo de trabajo y su nivel
de razonamiento en cuanto a este” (Vargas & Gamboa, 2013, pag. 84). Junto
con ello, se van consolidando los conocimientos previos que los estudiantes
requeriran para poder enfrentarse al topico en cuestion, pues “Los alumnos
deben recibir informacion para conocer el campo de estudio que van a iniciar,
los tipos de problemas que van a resolver, los métodos y materiales que
utilizaran, etc” (Vargas & Gamboa, 2013, pag. 84), para asi, hacia el final de la

clase, institucionalizar la congruencia de triangulos.

Clase 2: En la clase dos se comenzo a trabajar el concepto principal de la
secuencia de clases, es decir la idea de que, para establecer congruencia
entre dos tridngulos, no es necesario conocer los tres angulos y los tres lados
de cada una de las figuras. Especificamente, en esta segunda clase se inicia
con la premisa de que basta conocer soélo cinco elementos y no los seis,
acercando el conocimiento a los estudiantes a través de actividades con el
objetivo que sean ellos mismos los que descubran este nuevo aprendizaje,
trabajando por lo tanto en la fase dos de la orientacion dirigida, pues “Se guia
a los alumnos mediante actividades y problemas (dados por el profesor o
planteados por los mismos estudiantes), con el fin de que estos descubran y
aprendan las diversas relaciones o componentes basicos de la red de
conocimientos por formar” (Vargas & Gamboa, 2013, pag. 84). Posterior a ello,
se realizaran actividades y ejercicios en base a la disminucién de elementos
realizada, que le permitiran al estudiante tener una mejor comprension del
tépico en cuestion al entender el por qué se puede establecer la congruencia

con menos elementos de los iniciales.
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Clase 3: En la tercera sesion se continué trabajando la idea de la clase anterior
enfocada a la disminucién de elementos, sin embargo, en esta ocasién se hara
un nuevo descenso, mostrando por medio de una pequefia demostracion, que
basta solo con conocer cuatro elementos de dos tridngulos para establecer
congruencia la congruencia entre ellos. Posteriormente, se dara paso a la
construccion del primer criterio de congruencia de triangulos, el cual es el
criterio Lado - Angulo - Lado, introducido por medio de una demostracion visual
utilizando el software Geogebra, para posteriormente realizar una serie de

actividades poniendo en practica lo aprendido.

Clase 4: Durante esta sesion se retomd nuevamente el trabajo asociado a la
segunda fase de orientacion dirigida, pues se ejercitara respecto de lo
aprendido durante las clases anteriores, poniendo énfasis en el criterio Lado -
Angulo - Lado. ya que sera necesario para poder trabajar los criterios de
congruencia principales. Posterior a ello, se realizara la introduccién del
segundo criterio de congruencia Angulo - Lado - Angulo, realizando
nuevamente una demostracién por medio del software Geogebra. Luego de
ello y con los primeros dos criterios ya estudiados, se trabajo la tercera fase
del marco teorico, ya que “Los alumnos deben intentar expresar en palabras o
por escrito los resultados que han obtenido, intercambiar sus experiencias y
discutir sobre ellas con el profesor y los demas estudiantes, con el fin de que
lleguen a ser plenamente conscientes de las caracteristicas y relaciones
descubiertas y afiancen el lenguaje técnico que corresponde al tema objeto de
estudio” (Vargas & Gamboa, 2013, pag. 85). De esta manera, se busca
afianzar el aprendizaje respecto a los criterios estudiados, para lo cual, junto
con ejercitar, se introducira una situacion clave hacia el final de la sesion,
aproximandonos levemente a la fase cuatro en la cual “Los estudiantes
deberan utilizar los conocimientos adquiridos para resolver actividades y
problemas diferentes de los anteriores y, probablemente, mas complejos.”
(Vargas & Araya, 2013, pag. 85)
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Clase 5: Esta ultima sesién de la secuencia de ensefianza aprendizaje se llevo
a cabo utilizando la Metodologia de Estudio de Clases, a la cual se aludira
especificamente en el préximo capitulo. Asi, en primera instancia se realizara
una introduccion al criterio Lado - Lado - Lado ya visto en la evaluacién
realizada, para posteriormente realizar ejercicios que involucren el uso de los
criterios ya estudiados. Luego, el desarrollo de la clase estara enfocado en el
trabajo con aplicaciones de los criterios de congruencia, presentando una
situacion problema mas compleja a las anteriores. En este punto no se
introduciran aprendizajes nuevos, sino que se busca consolidar lo ya visto
pues “Los estudiantes deberan utilizar los conocimientos adquiridos para
resolver actividades y problemas diferentes de los anteriores v,
probablemente, mas complejos.” (Vargas & Gamboa, 2013, pag. 85). Asi, la
aplicacién de los criterios de congruencia servira como una situacion problema
mas compleja que las estudiadas anteriormente, para asi continuar
consolidando los aprendizajes adquiridos y las habilidades que han

desarrollado durante todas las clases.

Finalmente, para el cierre de la secuencia se trabajé la fase cinco del modelo,
en la cual “Los estudiantes establecen una vision global de todo lo aprendido
sobre el tema y de la red de relaciones que estan terminando de formar,
integrando estos nuevos conocimientos, métodos de trabajo y formas de
razonamiento con los que tenian anteriormente” (Vargas & Gamboa, 2013,
pag. 86). Asi, en el cierre de la clase se realiz6 una sintesis de todo lo
aprendido, para lo cual se presentara una tabla que busca esquematizar y
resumir la informacion clave de la secuencia, es decir, en los criterios de

congruencia de triangulos.
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5.2 Planes de clase.

Plan de clase 1: Esta clase busca principalmente hacer una lectura de los

conocimientos previos de los estudiantes y realizar el primer acercamiento al

contenido. Como se especificd anteriormente, se estara trabajando la primera

fase del modelo de Van Hiele.

PLAN DE CLASE 1

Eje Geometria

Tematico

Unidad o Criterios de
Tema congruencia de
triangulos

Sesion
Ne°: 1

Objetivo General de la
Unidad:

Comprender los criterios de
congruencia de triangulos,
aplicandolos en la resolucion

de ejercicios y problemas.

Meta(s) u Objetivo de

Aprendizaje:

Evidenciar, en base a
actividades, que nociones
basicas poseen los
estudiantes respecto del
contenido a tratar,
clasificandolos en un nivel del
Modelo de Van Hiele.
Comprender el concepto de
congruencia, extendiéndolo a
la congruencia de segmentos

y de figuras.

Habilidades

C: Utilizar sus propias palabras,
graficos y simbolos matematicos para
presentar sus ideas o soluciones

D: Describir relaciones y situaciones
matematicas de manera verbal y

usando simbolos.
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Actitudes B: Demostrar curiosidad e interés por

resolver desafios matematicos, con

confianza en las propias capacidades,

incluso cuando no se consigue un

resultado inmediato
Moment | Actividades de Intervencion Recursos de Tiempo
os de la Aprendizaje Docente Aprendizaje Es;i;na

clase
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Inicio

Se presenta una
imagen con dos
objetos cotidianos
junto con la
pregunta: ;Cdémo
podemos saber si
estos objetos son
iguales?

(Chmo podemos saber si estos objetos so
iguales?

il oo

Se presenta luego

el siguiente
problema:
“‘Dos amigos

descubren que
tienen una mesa
de forma
rectangular muy
similar. Uno de
ellos dice que su
mesa mide 80cm
de alto y un metro
de largo, mientras
que el otro dice
que su mesa mide

un metro de alto y

En este
punto, el
profesor

recibira todas
las
respuestas
de los y las
estudiantes
respecto a la
pregunta

planteada.

El siguiente
problema
busca servir
de
diagnostico
sobre el
orden al
hablar de

congruencia.

Computador/C
elular

Meet

Cuaderno

10

minuto

S

95



80cm de largo.
¢ Es cierto que sus
mesas son

congruentes?”

Luego se les
preguntara: ;Qué
sera necesario
para que dos
triangulos  sean

congruentes?

Para ello, se
anotara la
pregunta en la
pagina

www.mentimeter.

com, de manera
que cada
estudiante pueda
dar respuesta a

ella

i e

A Giiep

Qué serdr io para que dos trid
sedn congruentes?

Yo have 260 chesmcters et

El  docente
puede guiar
la situacion y
las
dificultades
que haya con
el uso de la
plataforma,
siempre
cuidando de
tener el
registro mas
extenso
posible de las
respuestas y
los
argumentos

que realicen.
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Desarro

llo

Congruencia de segmentos: Dos o mas segmentos sory
congruentes si tienen la misma medida.

il segmento AB mide S

segmentos es congruente?

Posteriormen
te, se
introduce la
definicion de
congruencia
de
segmentos y
se hace una
breve
actividad para
identificar dos
segmentos
congruentes
segun sus

medidas.

Mas adelante

se les solicita

establecer la
corresponden
cia entre dos
figuras

dadas,

llegando en
ultima

instancia a
establecerlas
en un par de
triangulos en
los cuales
solo se dieron

los angulos

30

minuto

S
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Congruencia de tridngulos;

« Para decir que dos tringulos son congruentes entonces
necesitaremos de seis elementos: sus tres lados y angul

4B = DE
BC = EF
/\ AC = DF

\ /\ ABAC = %]

h 4ABC = 4]

2ACE = 4

¢, Son congruentes

estos triangulos?

dSon congruentes estos triangulos

A
= (ﬁ?i" LD\
A i
Vs (4 A Y
i 2 8 _,@; i
e

Posteriormen
te, se
establece la
definicion de
congruencia
de triangulos
en base a lo
estudiado

respecto del
concepto de

congruencia.

Después de
una discusién
y
formalizacion
de la
definicion se
pasara a
practicar lo
visto con una
actividad
donde deben
identificar  si
dos triangulos
cumplen lo
necesario
para decir
que son

congruentes.
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Cierre

Para finalizar
la clase vy
dado un
triangulo, se
les solicitara
que de tres
triangulos
argumenten
cual es el
congruente al
triangulo
dado

En esta
instancia solo
se busca que
practiquen lo
definido
anteriormente
como
congruencia
de triangulos.
Esta actividad
de cierre sera
para que los 'y
las
estudiantes
puedan poner
en practica lo
aprendido

durante la

5
minuto
3
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clase y a su
vez poder
analizar y
enmendar los
distintos
errores  que
vayan

presentando.
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Clase 2: En la clase dos se comienza ya con la idea central de la secuencia

sobre los criterios. Como se comentd previamente se trabajara en esta

instancia la fase dos del modelo para ir descubriendo el contenido.

PLAN DE CLASE 2

Eje Geometria Unidad o Tema Criterios de | Sesién

Tematico congruencia de | N°: 2

triangulos

Objetivo General de la Unidad: - Comprender los criterios de

congruencia de triangulos,
aplicandolos en la resolucion de
ejercicios y problemas.

Meta(s) u Objetivo de - Establecer la congruencia entre

Aprendizaje: dos triangulos utilizando angulos y

lados conocidos.

Habilidades D: Describir relaciones y situaciones
matematicas de manera verbal y usando
simbolos.

Actitudes D: Demostrar interés, esfuerzo,
perseverancia y rigor frente a la
resolucion de problemas y la busqueda
de nuevas soluciones para problemas
reales

Momento Actividades de Intervencion Recursos de Tiempo

sdela Aprendizaje Docente Aprendizaje Estimad
clase o
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Inicio

Desarroll

(o]

Se les preguntara
¢, Qué elementos son
necesarios para que
dos triangulos sean

congruentes?

¢ Dos triangulos que
son congruentes

tienen la misma area?

¢, Sera cierto el caso

contrario?

Asi, el profesor
comienza recibiendo
las participaciones
de los estudiantes
en una especie de
luvia de ideas,
formalizando los 6
elementos de un
triangulo que nos
ayudan a establecer

la congruencia.

El desarrollo
comienza con una
pregunta la cual
busca aclarar la
relacién de
congruencia y area,
lo cual se
comprobara con un
ejemplo. Luego de

calcular en ambos

Computado

r/Celular

Meet

Cuaderno

5

minutos

30

minutos
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¢Las siguientes
parejas de triangulos

son congruentes?

.‘6

N Ieee
. Ik
0 & AL
o5 |
=

N

x |
C f 1

&) 3
A6\31 & 0 < |

Ahora podemos decir que [ EEESIOSEEIGHEI
elementos para poder afirmar que dos triangulos
<o congruentes, EBGNBBBEN < <o
+Lado
+ Angulo

A A
* Lado ) 1) 3) a
+ Angulo /< \ i
*Lado Lol /0 N
5 S

AABC = ARYe

casos las areas de
los triangulos vy
compararlas, se les
preguntara qué

pueden concluir.

Luego, se revisara el
caso contrario,
viendo un ejemplo el
cual ayudara a llegar
a la conclusion de
que este caso no es
verdadero, es decir
que dos triangulos
con la misma area
no implican que

sean congruentes.

Posteriormente, se

comenzara a
practicar el
identificar dos
triangulos

congruentes en base
a sus seis

elementos.

En el ultimo de los
ejercicios anteriores,
se entrega una
pareja de triangulos

que solo se sabe
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Cierre

¢, Son congruentes los
siguientes pares de

triangulos?, justifique.

;
- NN
¢ © Lﬁﬂs K

Y

e
;V%
K

cinco elementos de
ella, es decir con un

angulo faltante.

Al igual que con la
practica anterior,
para el cierre se
presentaran

ejercicios los cuales
buscan consolidar la
idea de que ya no
sSon necesarios seis
elementos, sino que

cinco para saber

cuando dos
triangulos son
congruentes.

10

minutos
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Clase 3: En esta clase se continlia con la idea de la clase anterior, es decir, la

disminucién de elementos para conjeturar que dos triangulos son congruentes.

PLAN DE CLASE 3

Eje Geometria Unidad o Tema | Criterios de | Sesién
Tematic congruencia de | N°: 3
o triangulos

Objetivo General de la Unidad: - Comprender los criterios de

congruencia de triangulos,
aplicandolos en la resolucion de
ejercicios y problemas.

Meta(s) u Objetivo de - Comprender mediante

Aprendizaje: demostraciones visuales que es

posible establecer la congruencia
de triangulos con menos de 5
elementos conocidos

Habilidades D: Describir relaciones vy situaciones
matematicas de manera verbal y usando
simbolos.

Actitudes B: Demostrar curiosidad e interés por
resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades,
incluso cuando no se consigue un resultado
inmediato
D: Demostrar interés, esfuerzo,
perseverancia y rigor frente a la resolucion
de problemas y la busqueda de nuevas
soluciones para problemas reales

Moment Actividades de Intervencion Recursos de Tiempo

os de la Aprendizaje Docente Aprendizaje Estima

clase do
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Inicio

Desarrol

lo

¢Cuantos y cuales

elementos son
necesarios para
establecer

congruencia entre dos

triangulos?

Luego de lo visto la clase anterior, no necesitamos de los 6 e|
para poder afirmar que dos tridngulos son congruentes, bas|
elementos, los cuales son:

¢ Estos triangulos son

congruentes?, ¢ por
qué? buscando ver la
habilidad
argumentativa  para
justificar que los
triangulos no  son
congruentes.
A A

El profesor guiara
la lluvia de ideas
para concluir
cuales eran los

elementos.

El desarrollo
comenzara con la
misma practica
que termind la
clase anterior:
ejercitar para
consolidar lo

visto.

Computador/Ce

lular

Meet

Cuaderno

minuto

minuto

25

S
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¢Que caracteristicas tiene un triangulo isésceles?

1"l En vez de 5 elementos, ¢ Se podra utilizar solo 4 para
establecer la congruencia entre dos triangulos?

Luego, los ubicaremos de
manera que sean adyacentes.

Después, vamos a trazar
el segmento que va
desde el vértice A’ hacia
el vértice A.

Luego, se
procedera a la
actividad central
de la clase, pero
antes de eso se
recordaran las
propiedades de
un triangulo

isosceles

Asi, se dara paso
a la actividad

principal la cual

es una
demostracion

formal pero
explicada en

base a su
representaciéon
grafica. Esta
demostracion
buscara verificar
la idea de que no
es necesario
cinco elementos,

sino que ahora

cuatro. Aqui
también sera
importante la

transposicion
didactica del
profesor, ya que

la demostracion
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Cierre

Ahora, no necesitamos de 5 elementos para poder afirmar
que dos tridngulos son congruentes, basta con solo 4
elementos.

o lado \
o Angulo \ \
* lado / A\ A\
o lado

¢Podremos, con menos elementos, deducir que dos trisngulos son
congruentes?

Criterios de congruencia

Los criterios de congruencia son teoremas que nos
permiten, con la minima informacion, establecer que
dos triangulos son congruentes.

de esto es un
momento critico
principalmente
porque aumenta
la dificultad.

Se procedera
entonces a
formalizar y
practicar la nueva
idea, es decir que
ya no es
necesario contar
con cinco
elementos, sino

que 4 bastaran.

El cierre de la
clase tendra en
esencia la tarea
de realizar el
primer

acercamiento a
los criterios de
congruencia. Es
por esto por lo
que se les
preguntara a los
estudiantes Si
piensan que en

vez de cuatro

15

minuto
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¢ Estos triangulos son

congruentes?

¢Estos tridangulos son congruentes?

;Y estos?

elementos se
puedan necesitar

menos.

Luego de wuna
discusion se
presentara que la
minima

informacion que
se puede utilizar
para afirmar que
dos triangulos
son congruentes
son tres
elementos, pero
no cualquiera
sino tres

especificos.

Se presentara
entonces el
primer  criterio:
Lado — Angulo —
Lado, y su
restriccion. El
profesor debe
aclarar y ser
enfatico en las
restricciones del

uso del criterio.

Por dltimo, al
igual que en

todos los
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momentos en
que se comienza
a utilizar menos
elementos, se
realizara una
pequefa practica
para consolidar la
nueva forma de
afirmar
congruencia
Aqui, profesor
deberia interferir
lo menos posible
y dar espacio al
desarrollo
individual, para
luego compartir

resultados.
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Clase 4: En esta sesion, se comenzara a trabajar fase tres, incitando a la
reflexion y discusion con la problematizacién que trae la planificacion en el

cierre.

PLAN DE CLASE 4

Eje Tematico Geometri Unidad Criterios de congruenciade | Sesidén

a o Tema triangulos N°: 4

Objetivo General de la unidad: - Comprender los criterios de
congruencia de triangulos,
aplicandolos en la resolucion de

ejercicios y problemas.

Meta(s) u Objetivo de - Comprender y aplicar el criterio de
Aprendizaje: congruencia Angulo — Lado -

Angulo

- Aplicar criterios de congruencia de
triangulos en la resolucion de

ejercicios y problemas.

Habilidades C: Utilizar sus propias palabras, graficos y
simbolos matematicos para presentar sus
ideas o soluciones

D: Describir relaciones y situaciones
matematicas de manera verbal y usando
simbolos.

G: Evaluar la argumentacién de otros

dando razones

Actitudes: B: Demostrar curiosidad e interés por
resolver desafios matematicos, con

confianza en las propias capacidades,
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incluso cuando no se consigue un
resultado inmediato
esfuerzo,

D: Demostrar  interés,

perseverancia y rigor frente a la
resolucion de problemas y la busqueda

de nuevas soluciones para problemas

reales
Mome Actividades de Intervencion Docente Recursos Tiempo
ntos Aprendizaje de Estimad
de la Aprendiza o
clase je
Inicio ¢ Las siguientes parejas Se inicia la clase - Com 10
de triangulos son saludando a los puta minutos
congruentes?, ¢Por | estudiantes y se dor/
qué? recuerda lo visto durante Celu
los ultimos minutos de la lar
clase anterior respecto al
Las siguientes parejas de triangulos son congruentes?, ¢Por ;
A criterio Lado — Angulo
N 4
- Lado. Posteriormente, se | _
- l |
L < realizan algunas Cuader
actividades que no
involucren la puesta en
\ practica de este criterio.
u_u\ Y- i
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Desarr

ollo

¢ Las siguientes

parejas de triangulos

son congruentes?, Si

es asi, ¢,Por qué

criterio lo son?

Se introduce al criterio
Angulo — Lado — Angulo
mediante una
construccion llevada a
cabo en Geogebra, para
posteriormente  realizar
algunos ejercicios que

involucran el uso de los

| dos criterios aprendidos

| con anterioridad.

25

minutos
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Cierre

Si en el siguiente [Se finaliza la clase 10
rectangulo se traza una | realizando un problema
de sus diagonales, ¢los | respecto de la divisién de minutos
triangulos que se forman | un rectangulo. Asi, se
son congruentes?, jPor | enuncia la interrogante
qué? para después orientar a la
resolucion del ejercicio.
’ Para finalizar, se
enuncian los dos criterios
aprendidos vistos con
b anterioridad, comentando
que en la clase siguiente
se estudiara el ultimo.
En resumen ...
Los criterios de congruencia nes permite]
concluir, con la minima informacid
posible, si dos tridngulos son congruentes
- Lado - Angulo - Lado
- Angulo - Lado - Angulo
-
Clase 5: En la quinta y ultima clase se trabajara fuertemente en la cuarta fase
del modelo principalmente en la situacion problema del desarrollo. Ademas,
en el cierre se trabaja la fase 5 en la tabla resumen que se ofrece. La situacion
problema sera trabajada en base a la Metodologia del Estudio de Clases.
PLAN DE CLASE 5
Eje Geometria Unidad o | Criterios de congruencia de | Sesién
Tematico Tema triangulos N°: 5
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Objetivo General de la

Unidad:

- Comprender los criterios de congruencia
de triangulos, aplicandolos en Ila

resolucion de ejercicios y problemas.

Meta(s) u Objetivo de

Aprendizaje:

- Comprender el criterio de congruencia
Lado — Lado - Lado
- Aplicar los criterios de congruencia en la

resolucion de problemas.

Habilidades C: Utilizar sus propias palabras, graficos vy
simbolos matematicos para presentar sus ideas
o soluciones
D: Describir relaciones 'y  situaciones
matematicas de manera verbal y usando
simbolos.
G: Evaluar la argumentacion de otros dando
razones
Actitudes B: Demostrar curiosidad e interés por resolver
desafios matematicos, con confianza en las
propias capacidades, incluso cuando no se
consigue un resultado inmediato
D: Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y
rigor frente a la resolucién de problemas y la
busqueda de nuevas soluciones para problemas
reales
Momento Actividades de Intervencion Docente Recursos de Tiempo
sdela Aprendizaje Aprendizaje Estimad
clase o
Inicio ¢Son congruentes | Se  inicia la  clase - Computado 10
los triangulos?, | rescatando imagenes de r/Celular minutos
¢, Por que? una de las actividades de
¢(Esto nos permite [ la evaluacion de la - Meet
establecer un | semana anterior. A partir
nuevo criterio? de ello se discute si los
triangulos que se dibujaron - Cuaderno
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Desarroll

(o]

Sandra es una
joven que ha
decidido ir de
excursion a un
parque. Al llegar, se
ha encontrado con
un mapa que esta
en muy mal estado
y el cual solo
muestra la distancia
que hay desde la
laguna hasta la
montana. Ademas,
en el mapa aparece
una casa en donde
habitan los
guardaparques, la
cual se ubica
exactamente a la
mitad del camino

entre la cascada y

son congruentes y el por
qué, de ello, para luego
introducir el dltimo criterio
Lado — Lado — Lado y

realizar algunos ejercicios.

Posteriormente, se les
pedira que lean un
problema durante algunos
minutos y que, junto con
ello, puedan comentar las
ideas y nociones que se
les ocurren para abordar el
problema. A pesar de la
modalidad  virtual, se
espera que el profesor
pueda intervenir lo menos
posible  durante este
momento, dado que esta
enmarcado en la fase 4 del
Modelo de Van Hiele
respecto de la orientacion
libre. En caso de que los
estudiantes no tengan
estrategias para poder
resolver el problema, el

profesor los orientara

30

minutos
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la laguna, y a la
mitad del camino
entre Sandra y la

montana.

Dado que aquel dia
hace mucho calor y
se encuentra un
poco cargada,
Sandra decide ir
unicamente hacia la
cascada, solo si
esta se encuentra a
no mas de 8

kilbmetros desde su

posicion.
a8 &
P
3 —
¢ Podra Sandra
cumplir su

cometido?, ¢cémo
podrias ayudarla a
encontrar aquella

distancia?

Se muestra una

tabla que

siempre cuidando de
mantenerse lo mas al
limite posible y de no
cometer enunciar la

respuesta el mismo.
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Cierre esquematiza los

criterios de | Luego de la resolucién del
congruencia problema, el profesor
estudiados. mostrara una tabla en

donde aparecen los
criterios de congruencia
estudiados junto con la
definicion de cada uno de
ellos y un ejemplo en
particular. Junto con ello y
dado que es la Uultima
clase, el profesor se
despedira de los
estudiantes y les
agradecera a ellos y a la
profesora por su presencia
durante las sesiones

virtuales.

5

minutos

5.3 Analisis a priori de situaciones de aprendizaje.

En este apartado, se comentara acerca del analisis a priori de las situaciones
claves durante la secuencia de ensefianza aprendizaje, con el fin de poder

comparar nuestras expectativas iniciales con los resultados.

Primera situacion clave: Clase 2

En la clase dos se present6 una de las ideas principales de la implementacion,
es decir, el hecho de que no siempre es necesario conocer los seis elementos
de dos triangulos para poder establecer la congruencia entre ellos, para
después comentar que basta solo con cinco elementos. Para desarrollar esta

idea, se realizd una primera situacion clave, preparando una secuencia de
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ejercicios donde el ultimo los hace enfrentarse a la primera disminucion de

elementos.

1. ¢Qué conceptos o propiedades matematicas estaran presentes en la

actividad?

En un comienzo el concepto principal sera la congruencia en general, pero se
llegara hasta la idea de que no es necesario conocer los seis elementos de los
triangulos para establecer congruencia entre ellos, sino que basta con conocer

so6lo cinco de ellos para concluir aquella informacion.

2. ¢Qué conocimientos adquiridos debe poner en juego el alumno para

realizar el problema?

Sera fundamental para esta actividad que recuerden propiedades de los
triangulos, especificamente la suma de los angulos interiores, junto con
nociones basicas de operaciones aritméticas, como el planteo de ecuaciones

de primer grado y operatoria en los numeros reales.

3. ¢Cuadles serian las posibles estrategias de resolucion de los

estudiantes?
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Las estrategias principales que se espera que utilicen son dos. En primera
instancia, que establezcan la correspondencia entre los elementos, es decir,
entre los angulos y los lados de ambos triangulos, de modo que el angulo que
falta lo asuman como una incognita, para asi utilizar la propiedad de la suma
de los angulos interiores en un triangulo con el objetivo de encontrar aquel
angulo faltante. Otra estrategia que pueden realizar es la medicion de los
angulos y los lados de ambos triangulos, pues, dado que entienden que dos
figuras son congruentes cuando tienen la misma forma y el mismo tamario, el
utilizar herramientas como la regla y el transportador para verificar aquella

igualdad puede llevarlos a establecer la congruencia entre las figuras.

4. ¢Cuales serian las posibles dificultades?

La principal dificultad reside en que los estudiantes no recuerden la propiedad
antes mencionada, junto con poseer déficits de conocimiento respecto de lo
que significa la congruencia entre dos triangulos, teniendo dificultades para
establecer posibles correspondencias y relaciones entre los angulos y los

lados de ambos triangulos.

5. ¢Cuales serian los posibles errores en la resolucion de la actividad?

Uno de los errores fundamentales esta orientado a que omitan aquel dato y
establezcan sin ningun argumento la congruencia entre los triangulos
mencionados. Otro posible error es que no puedan identificar la congruencia
entre los triangulos estableciendo de manera errénea la correspondencia entre
sus partes, relacionando lados y angulos con sus homoélogos los cuales no
poseen las mismas medidas. También se podrian producir errores de tipo
aritmético, pues al utilizar la propiedad de la suma de angulos interiores de un
triangulo, podrian establecer la igualdad 80° + 65° + x = 180°, concluyendo que

x = 180° - 80° - 65°, en donde x = 45°, estableciendo un calculo erréneo.
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6. ¢Qué actitudes espera frente a la situacién problema?

Se espera una actitud de interés lo que se traduce en una buena participacion,
ya que esta dentro de todas sus capacidades el poder solucionar el problema
y en base a la secuencia realizada tienen los elementos y los conocimientos
para realizarlo, siendo a su vez una actividad que invita a la reflexion y al

desafio.
Segunda situacion clave: Clase 4

En la clase 4, correspondiente a la revisidon de los criterios Lado - Angulo -

Lado y Angulo - Lado - Angulo, se plantea el siguiente problema:

Si en el siguiente rectangulo se traza una de sus diagonales, ¢ los triangulos

que se forman son congruentes?, ;Por qué?

A B

1. ¢Qué conceptos o propiedades matematicas estaran presentes en la

actividad?
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En la actividad estaran presentes los conceptos de congruencia de triangulos

y la puesta en practica del criterio Lado - Angulo - Lado.

2. ¢Qué conocimientos adquiridos debe poner en juego el alumno para

realizar el problema?

El estudiante debe poner en juego el criterio Lado - Angulo - Lado o el criterio
Angulo - Lado - Angulo, junto con propiedades respecto de la medida de los

lados y los angulos interiores de un rectangulo.

3. ¢Cuadles serian las posibles estrategias de resolucion de los

estudiantes?

Una de las estrategias de resolucion de la actividad esta orientada a que los
estudiantes tracen cualesquiera de las diagonales y en base a la forma y
tamano junto con medir los lados y los angulos, concluyan que los triangulos

son congruentes.

Otra estrategia de resolucién se basa en el uso del criterio Lado - Angulo -
Lado. Asi, luego de trazar la diagonal respectiva, pueden establecer relaciones
entre las medidas de los lados opuestos, determinando que son congruentes
por propiedad del rectangulo. Luego, pueden identificar la medida de los
angulos del rectangulo, dando cuenta que todos son angulos rectos.
Finalmente, estableceran la congruencia entre los dos triangulos por el criterio
Lado - Angulo - Lado, al tener el conocimiento de los lados del rectangulo y el

angulo comprendido entre ellos.

Una Ultima estrategia se basa en el uso del criterio Angulo - Lado - Angulo,
pues los estudiantes podrian identificar que las diagonales de un rectangulo
dividen a sus angulos en dos angulos de igual medida. Asi, tendrian la

informacion de uno de los angulos en ambos triangulos, junto con el angulo
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recto y el lado comprendido entre ellos dos, por lo cual podrian establecer que

los triangulos son congruentes por el criterio Angulo - Lado - Angulo.

4. ¢ Cudles serian las posibles dificultades?

Las posibles dificultades estan orientadas a que no tengan conocimiento de
las caracteristicas de un rectangulo, no pudiendo establecer la relacién entre

las medidas de sus lados opuestos y la medida de los angulos.

5. ¢Cuales serian los posibles errores en la resolucion de la actividad?

Un primer error puede ser el pensar que los dos triangulos son congruentes
porque tienen igual forma y tamafo, lo cual, a pesar de que es cierto, no

involucra el uso de los criterios de congruencia que se han estudiado.

Otro error esta enfocado a que no establezcan la congruencia correcta al
momento de determinar las medidas de los lados y de los angulos del

rectangulo, errando al anotar de manera adecuada la correspondencia.

6. ¢Qué actitudes espera frente a la situacidén problema?
Esperamos una actitud positiva y una buena motivacion, pues, a pesar de que
no ha habido tanta participacion a lo largo de la secuencia de clases,
consideramos que es un desafio sencillo que puede llamar la atencion de los
estudiantes.
Tercera situacion clave: Clase 5 (Estudio de Clases)
La ultima situacion clave registrada durante la secuencia de clases se da en el

marco de la clase de resolucion de problemas, abordada y trabajada desde la

perspectiva del estudio de clases. Alli, se presentara el siguiente problema:
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Sandra es una joven que ha decidido ir de excursién a un parque. Al llegar, se
ha encontrado con un mapa que esta en muy mal estado y el cual solo muestra
la distancia que hay desde la laguna hasta la montafia. Ademas, en el mapa
aparece una casa en donde habitan los guardaparques, la cual se ubica
exactamente a la mitad del camino entre la cascada y la laguna, y a la mitad

del camino entre Sandra y la montafa.

Dado que aquel dia hace mucho calor y se encuentra un poco cargada, Sandra
decide ir unicamente hacia la cascada, solo si esta se encuentra a no mas de

8 kildbmetros desde su posicion.

A —

a

¢Podra Sandra cumplir su cometido?, ;cdmo podrias ayudarla a encontrar
aquella distancia?

1. ¢Qué conceptos o propiedades matematicas estaran presentes en la

actividad?
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En la actividad, estaran presentes el concepto de congruencia de triangulos,
la propiedad de angulos opuestos por el vértice, el concepto de congruencia

de segmentos y la nocion de punto medio de un segmento.

2. ¢Qué conocimientos adquiridos debe poner en juego el alumno para

realizar el problema?

El estudiante debe poner en juego la relacidn que hay entre los elementos de
dos triangulos que son congruentes, junto con el criterio de congruencia Lado
— Angulo — Lado, la propiedad de angulos opuestos por el vértice y la definicién

de punto medio de un segmento.

3. ¢Cuales serian las posibles estrategias de resolucion de los

estudiantes?

Una de las posibles estrategias de solucion es que, en base al dato de la casa
ubicada a la mitad de dos de los caminos, den cuenta de que la distancia de
Sandra a la casa es la misma que de la casa a la montana, ya que se encuentra
en la mitad y por ende divide a aquel segmento en dos segmentos de igual
medida. Posteriormente, podrian establecer que dos pares de segmentos los
cuales seran marcados durante la clase son congruentes, y con conocimientos
respecto del angulo opuesto por el vértice podrian decir que los angulos que
se forman y que también seran sefalados son congruentes. Luego de
establecer la congruencia entre aquellos tres elementos, pueden concluir que
los triangulos que se forman son congruentes, y estableciendo la
correspondencia, llegar a que la distancia resultante mide 7km pues su

correspondiente del otro triangulo también mide aquello.

4. ¢ Cudles serian las posibles dificultades?
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Una de las dificultades que pueden tener, es que, al no conocer las medidas
de las distancias, no puedan establecer relaciones entre las medidas de ellas
con el dato de la casa ubicada en la mitad de dos caminos. En vista de ello,
no podrian resolver el ejercicio. Otra dificultad puede ser que una vez
establecidos que los triangulos son congruentes, no puedan dilucidar que la
distancia que estamos buscando es correspondiente con la distancia que esta

en el mapa debido, y que por esta también es de 7 kilbmetros.

5. ¢Cuales serian los posibles errores en la resolucion de la actividad?

Uno de los errores que pueden cometer es el hecho de que establezcan la
congruencia de los triangulos sin la informacion suficiente. Por ejemplo, que la
establezcan antes de realizar el ejercicio o a partir de la obtencion de las

medidas de las distancias divididas por la casa.

6. ¢Qué actitudes espera frente a la situacidén problema?
A pesar de que durante la secuencia de clases la participacion ha sido bastante
baja, se espera que los estudiantes tengan una actitud positiva, de curiosidad

y de interés, con el objetivo de que puedan comentar sus ideas y opiniones

para poder llegar a una solucién en conjunto.
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CAPITULO VI
ESTUDIO DE CLASES

En este capitulo se abordara lo referente a la clase realizada en base a la
metodologia del Estudio de Clases, la cual nos permite reflexionar con un
grupo de docentes en base a una clase basada en resolucion de problemas.
En primera instancia se realizara una descripcion de la clase disefiada
respecto del contenido y los problemas abordados, presentando el plan de
clases de esta. Luego se ahondara en lo acontecido y experimentado durante
la implementacion de aquella clase, abordando la cantidad de estudiantes que
participaron, las interrogantes que plantearon, las dificultades que surgieron y
las respuestas de los alumnos, entre otras cosas. Posteriormente se
comentara acerca de la sesion de revision en donde se discutio en torno a la
clase implementada para finalmente exponer algunas reflexiones respecto de
lo realizado considerando las observaciones realizadas por los docentes que

participaron en la discusion de la clase.
6.1 Descripcion de la clase disefhada

El estudio de clases se llevo a cabo en la ultima clase de la secuencia de
ensefanza aprendizaje, es decir, en la clase 5. Aquella clase tuvo lugar luego
de haber estudiado el concepto de congruencia y dos de los tres criterios de
congruencia de triangulos, estudiando el ultimo de manera efimera durante
aquella clase. En vista de ello, la clase se centrd en poder aplicar los elementos
ya estudiados con el objetivo de dar solucion tanto a un momento de tension
como a un problema contextualizado en una situacion cotidiana, con el objetivo
de desarrollar la habilidad de argumentar. Ademas, se trabajoé la fase de
orientacion libre del Modelo de Van Hiele en donde “Los estudiantes deberan
utilizar los conocimientos adquiridos para resolver actividades y problemas
diferentes de los anteriores y, probablemente, mas complejos (Gamboa &
Araya, 2013, pag 85), pues ya habiendo estudiado todo el contenido que

respecta al objeto matematico se optd por realizar actividades y problemas
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mas complejos de modo que el estudiante progrese en su nivel de

razonamiento geomeétrico.

6.2 Plan de clases

PLAN DE CLASE 5

Eje Geometria

Tematico

Unidad o | Criterios de congruencia de

Tema triangulos

Sesion
N°: 5

Objetivo General de la
Unidad:

- Comprender los criterios de congruencia
de triangulos, aplicandolos en la

resolucion de ejercicios y problemas.

Meta(s) u Objetivo de

Aprendizaje:

- Comprender el criterio de congruencia
Lado — Lado - Lado
- Aplicar los criterios de congruencia en la

resolucion de problemas.

Habilidades C: Utilizar sus propias palabras, graficos y
simbolos matematicos para presentar sus ideas
o soluciones
D: Describir relaciones 'y  situaciones
matematicas de manera verbal y usando
simbolos.
G: Evaluar la argumentacién de otros dando
razones

Actitudes B: Demostrar curiosidad e interés por resolver

desafios matematicos, con confianza en las
propias capacidades, incluso cuando no se
consigue un resultado inmediato

D: Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y
rigor frente a la resolucién de problemas y la
busqueda de nuevas soluciones para problemas

reales
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Momento Actividades de Intervencion Docente Recursos de Tiempo
sdela Aprendizaje Aprendizaje Estimad
clase o
Inicio ,Son congruentes | Se  inicia la clase - Computado 10
los triangulos?, | rescatando imagenes de r/Celular minutos
¢ Por qué? una de las actividades de
¢(Esto nos permite [ la evaluacion de la - Meet
establecer un | semana anterior. A partir
nuevo criterio? de ello se discute si los
triangulos que se dibujaron - Cuaderno
son congruentes y el por
qué, de ello, para luego
introducir el ultimo criterio
i k Lado — Lado — Lado y
realizar algunos ejercicios.
- 3
Posteriormente, se les
pedira que lean un 30
Sandra es una | problema durante algunos minutos
Desarroll | joven que ha | minutos y que, junto con
o decidido ir de | ello, puedan comentar las

excursibn a un
parque. Al llegar, se
ha encontrado con
un mapa que esta
en muy mal estado

y el
muestra la distancia

cual solo

que hay desde la

ideas y nociones que se
les ocurren para abordar el
problema. A pesar de la
modalidad  virtual, se
espera que el profesor
pueda intervenir lo menos
este

posible  durante

momento, dado que esta
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laguna hasta la
montana. Ademas,
en el mapa aparece
una casa en donde
habitan los
guardaparques, la
cual se ubica
exactamente a la
mitad del camino
entre la cascada y
la laguna, y a la
mitad del camino
entre Sandra y la

montana.

Dado que aquel dia
hace mucho calor y
se encuentra un
poco cargada,
Sandra decide ir
unicamente hacia la
cascada, solo si
esta se encuentra a
no mas de 8

kildmetros desde su

posicion.
N &
“a
? Lié
¢ Podra Sandra
cumplir su

cometido?, ¢cémo

podrias ayudarla a

enmarcado en la fase 4 del
Modelo de Van Hiele
respecto de la orientacion
libre. En caso de que los
estudiantes no tengan
estrategias para poder
resolver el problema, el
profesor los orientara
siempre cuidando de
mantenerse lo mas al
limite posible y de no
enunciar las respuestas el

mismo.
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encontrar  aquella

distancia?

Luego de la resolucién del
Se muestra una | problema, el profesor
tabla que | mostrara una tabla en

esquematiza los | donde  aparecen los

Cierre criterios de | criterios de congruencia
congruencia estudiados junto con la
estudiados. definicion de cada uno de

ellos y un ejemplo en
particular. Junto con ello y
dado que es la Uultima
clase, el profesor se
despedira de los
estudiantes y les
agradecera a ellos y a la
profesora por su presencia
durante las sesiones

virtuales.

5

minutos

6.3 Experimentacion de la clase

La clase fue realizada para dos cursos de primero medio en el colegio Escuela
Premilitar Capitan Ignacio Carrera Pinto bajo modalidad virtual, con una

asistencia de aproximadamente 19 estudiantes.

Durante el inicio de la clase se discutié una de las actividades realizada en la
evaluacion. En ella, los estudiantes debian ubicar tres lapices en una hoja de
papel de manera de formar un triangulo para luego marcar los vértices de este
y trazar los segmentos correspondientes. Posteriormente, debian repetir el

procedimiento, pero esta vez asignandole a los lapices un orden distinto al
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anterior, para asi enviar fotos de las producciones e identificar si los triangulos
son congruentes. Frente a esta actividad, un estudiante argument6 que los
triangulos eran congruentes por que la medida de los lados y de los angulos
eran iguales, asi el docente considerd su respuesta y afiadié que otra posible
manera de identificar si los tridangulos son congruentes es recortandolos y
verificando que coincidan. Luego de ello otro estudiante manifesté que era
posible establecer el criterio de congruencia Lado — Lado — Lado, por lo que el
profesor lo introdujo en base a la actividad realizada. En estas actividades de
recordatorio no hubo dificultades ni errores por parte de los estudiantes que

participaron.

En la primera actividad de la clase, tres estudiantes afirman que los triangulos
son congruentes, argumentando que es porque tienen las mismas medidas de
sus lados, porque al dar vuelta los triangulos son congruentes o utilizan el
criterio lado — angulo — lado. En vista de ello, se pudo apreciar que los
estudiantes tuvieron dificultades para verificar si los dos triangulos son
congruentes pues sus argumentaciones eran de manera intuitiva, sin hacer el
uso de los criterios de congruencia o utilizandolos de manera errada. También
surgieron errores al intentar utilizar criterios incorrectos pues no se conocia la
cantidad suficiente de elementos como para justificar la congruencia por ellos.
Por el contrario, en el ejercicio siguiente una estudiante logré establecer la
congruencia entre los triangulos por el criterio adecuado, sin embargo, tuvo un
error al mencionar la correspondencia adecuada, lo que fue corregido por el

docente mediante una orientacion.

En la instancia problematizadora de la clase, la participacién de los estudiantes
fue baja, la cual se hizo patente solo al final del problema, por lo que el docente
inicialmente registré6 los datos mas relevantes del ejercicio para luego
desprender informacion con ellos. Uno de los momentos de intervencion de
los estudiantes sucedié en instancias en las cuales debian afirmar que dos
segmentos son congruentes dada la igualdad entre sus medidas, de lo cual se

infiere que no poseian problemas respecto de la nocidon congruencia de
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segmentos. Una de las dificultades se presenté en el momento en que los
estudiantes debian afirmar si los triangulos eran congruentes conocidas las
congruencias entre dos lados y el angulo comprendido entre ellos, frente a lo
cual no hubo respuesta alguna, concluyendo que poseen problemas para
argumentar la congruencia entre dos triangulos mediante la utilizacién de los
criterios de congruencia. Otra de las dificultades presentadas fue el hecho de
que no pudieran encontrar la medida del lado a calcular luego de establecer la
congruencia entre los triangulos, pasando por alto el hecho de que, si dos
triangulos son congruentes, sus partes correspondientes también lo son y en
consecuencia miden lo mismo. Debido a las complejidades del contexto virtual,
no hubo claridad respecto de si la baja participacion fue producto de la

dificultad del problema o se debid a otros factores.

Por ultimo, para el cierre de la clase se presentd un cuadro resumen que
consta de los tres criterios de congruencia ya estudiados junto con sus

respectivas definiciones y una ilustracion de cada uno de ellos.
6.4 Discusion de la clase

La implementacién de la clase fue grabada y posteriormente expuesta frente
al grupo curso y la docente con el objetivo de que realizaran apreciaciones y
retroalimentaciones respecto de esta, tanto en la manera en como es
presentado el topico y los problemas como en las intervenciones y
orientaciones del docente frente a las interrogantes y acciones de los

estudiantes.

Los focos relevantes de la discusion estuvieron orientados mayormente al
poco tiempo destinado a la reflexion respecto del problema, junto con
apreciaciones interesantes respecto del primer momento de tensién y el como

se ve afectada una secuencia por la poca participacion en la virtualidad.

En primera instancia, un estudiante del grupo curso hizo alusion a la primera

actividad pues la consideré bastante desafiante debido a que provocéd un

93



momento de tensién en los estudiantes el hecho de que tuvieran que aseverar
la congruencia entre dos triangulos. Este momento de tension estuvo dado
debido a que se conocian unicamente las medidas de dos lados en ambos
triangulos, por lo tanto, los estudiantes debian guiarse solo por aquellos datos
para dar cuenta si los triangulos eran o no congruentes, lo que suponia un
desafio pues el hecho de que no hubiera suficientes elementos debia llevarlos
a argumentar el por qué no eran congruentes, intentando distanciarse de la

idea intuitiva en base a su forma y su tamafo.

Por otra parte, los estudiantes del grupo curso comentaron que se le dedicé
muy poco tiempo a la reflexiéon del problema lo cual produjo que este no se
tratara de manera adecuada, desfavoreciendo la participacion de los
estudiantes y en consecuencia la resolucion de la actividad. Algunos
comentaron que esta accion podria haber sido mejorada realizando preguntas
especificas a los estudiantes 0 a un grupo de ellos, lo que fue objeto de debate
durante la sesion pues otros manifestaron que no era una actitud adecuada al
forzar a ciertos estudiantes a participar sin que ellos realmente quisieran

hacerlo.

Por su parte, la docente del grupo curso ahondé en la reflexién respecto de
como la virtualidad merma en la realizacion de actividades donde los
estudiantes deben involucrarse para poder construir los distintos contenidos,
planteando la interrogante respecto de si la participacion hubiese sido la
misma en el caso de que la actividad se hubiese llevado a cabo en modalidad
presencial, pues las consecuencias de una baja participacién impactan en
como los estudiantes se apropian del contenido, ya que frente a la poca
interaccion en clases el docente se ve obligado a entregar las respuestas de
las actividades, produciendo un efecto topaze, es decir, cuando “el profesor
(...) ve las dificultades que tiene un grupo para llegar a la resoluciéon de un
problema, por lo cual se ve en la necesidad de indicar cual es el procedimiento
que deben seguir. Con ello no permite la construccion de conocimiento por

parte de los estudiantes” (Chavarria, 2006, pag. 3)
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6.5 Reflexion sobre el proceso de Estudio de Clases y aprendizajes

profesionales.

El profesor es un profesional de la educacion que debe estar
permanentemente mejorando sus estrategias de ensenanza, pues acorde con
el MBE (2008), para lograr que todos los estudiantes aprendan debe estar en
constante reflexion y reformulacién de su practica. Para lograr aquello debe
ser capaz de identificar las problematicas que ocurran durante su ejercicio
docente, ahondando sobre ellas para asi poder perfeccionar su modo de
ensenar, proponiendo dia a dia actividades mas innovadoras y desafiantes,
aprovechando al maximo los tiempos, identificando, eliminando y evitando

efectos y obstaculos, entre otras cosas.

Para ello, es esencial que esta mejora permanente no solo sea de manera
solitaria, sino que también colaborativa, pues “El trabajo colaborativo es un
proceso de construccion social en el que cada individuo aprende mas de lo
que aprenderia por si solo, debido a la interactividad con otros miembros de
su grupo.” (Molina & Lopez, 2019, pag. 3). Asi, el poder construir instancias de
reflexion con los demas colegas en base al trabajo con metodologias como el
Estudio de Clases es una forma sumamente enriquecedora de poder alcanzar
esa mejora progresiva para asi aportar de manera positiva a todos los
estudiantes, pues el analizar nuestras practicas pedagdgicas con ayuda de
otros puede ayudarnos a vislumbrar ciertos elementos que podriamos no ser

capaz de apreciar por nuestra cuenta.

Otro de los elementos a profundizar luego de la implementacion y el cual fue
retomado en la discusion de la clase fue en como la nula participacién de los
estudiantes mermé en el desarrollo de la actividad. Realizar un analisis de
aquello es indispensable pues segun Ordorika (2020) desde que la pandemia
de COVID - 19 ha atacado a nuestro planeta, gran parte de las actividades de
la cotidianeidad se ha visto severamente afectada. Uno de los ambitos que
mas se ha visto afectados por esto es el ambito educativo, en el cual muchos

profesores “reportan frecuentes clases con pantallas en negro y microfonos
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apagados, en las que el profesor predica como en el desierto. Esas clases son
una metafora de la complejidad actual de educar y también de las dimensiones
que esta tomando la distancia social.” (Rosas, 2020, pag. 2). En vista de ello
y lo comentado por los docentes en formacion, es pertinente dar cuenta de las
complejidades existentes al realizar clases de manera virtual, pues la carencia
de dialogo mermado a su vez por el poco conocimiento de lo que realmente
estan entendiendo y haciendo los estudiantes al no poder observarlos siquiera
virtualmente dado que poseen su camara y microfono apagados, dificulta de
sobremanera el desarrollo de las clases, mas aun cuando se trata de
resolucion de problemas, pues no se es capaz de producir un trabajo
colaborativo. En base a la discusion con los docentes en formacién y una
indagacion posterior, rescatamos profundamente el hecho de haber aprendido
cdmo las dinamicas virtuales actuales influyen en el desarrollo de las clases,
siendo lo sucedido durante la clase realizada, en la cual el docente tuvo que
realizar la resolucion del problema debido a la nula participacion de los
estudiantes. Junto con ello, comprendemos también que estas situaciones
propician la aparicion de diferentes efectos como el Efecto Topaze (Chavarria,
2006), los cuales es necesario evitar a toda costa. Finalmente, ahondamos en
lo importante que significa la distribuciéon adecuada de los tiempos durante la
realizacion de una actividad, pues en nuestra clase no se le dedicé el tiempo
suficiente a la resolucion del problema, lo que también afecté en el desarrollo
de este, por lo cual en base a los comentarios realizados consideramos aquel
aspecto como algo esencial y que en nuestras futuras practicas pedagdgicas
planeamos tener en cuenta para el mejor desarrollo de las actividades. El
haber profundizado en las reflexiones realizadas no hubiese sido posible sin
la ayuda de los docentes y la catedratica, pues la metodologia del Estudio de

Clases nos ayudd a observar mas alla de las conclusiones extraidas.
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CAPITULO VII
ANALISIS DE RESULTADOS

Durante la implementacion de la secuencia de ensefianza aprendizaje, hubo
momentos en que los estudiantes se vieron enfrentados a ciertos ejercicios y
problemas, catalogados como situaciones claves. En este capitulo se
ahondara en las producciones y respuestas de ellos durante estas situaciones
por medio de los analisis a posteriori, para posteriormente confrontar este con

el analisis a priori realizado en el capitulo V.

7.1 Analisis a posteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje

claves
Clase 2

- Primera situacion clave: Descenso en la cantidad de elementos para

conjeturar la congruencia entre dos triangulos.

En esta situacidén, ya comentada en el capitulo 5, se tiene por objetivo que los
estudiantes descubran y reflexionen si es posible, con solo tres lados y dos

angulos, establecer que dos triangulos son congruentes.

En base a ello, nos realizamos algunas interrogantes con el objetivo de

orientarnos para reflexionar sobre lo ocurrido.
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1. ¢La situacién clave cumplié el objetivo para el que fue propuesta?

Consideramos que la situacion clave no cumplié su objetivo como deberia,
pues el docente tuvo que intervenir bastante dado que los estudiantes no
encontraban el camino adecuado para resolver la situacion, lo que hizo que el

objetivo de esta no fuese comprendido por los estudiantes.

2. ¢Qué errores se evidenciaron en los estudiantes?

Durante el desarrollo de la actividad, se observaron dos errores por parte de
los estudiantes. Por un lado, al realizar la pregunta indicada, una estudiante
afirmé que los triangulos si eran congruentes, sin embargo, cuando se le pidio
que argumentara aquello, no hubo respuesta. A la par también hubo un par de
estudiantes que afirmaron que no se podia establecer la congruencia. Estos
dos errores se aprovecharon para identificar el problema y comenzar a darle
solucion, es decir, orientar a los estudiantes a dar cuenta de qué elemento nos

faltaba y como podiamos encontrarlo.

El otro error que los estudiantes presentaron fue de tipo aritmético, pues en
una primera instancia luego de recordar la propiedad de la suma de los angulos
interiores de un triangulo, se dieron respuestas erréneas respecto de la medida
de aquel angulo faltante. Una estudiante comenté que el angulo tenia un valor
de 325°, esto pues posiblemente realizé la suma de los angulos ya conocidos
para encontrar el faltante, es decir, la operacion 60° + 85° + 180°. Aquel error
no fue aprovechado de manera correcta, pues el docente continué ahondando
en la explicacion del ejercicio y no se detuvo a analizar la respuesta dada por

la estudiante.

3. ¢Qué estrategias plantearon los estudiantes frente a la situacion clave?
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Consideramos que los estudiantes tuvieron algunas ideas o nociones basicas
de como proceder respecto del ejercicio, pues si bien intentaron encontrar la
medida del angulo faltante antes que el profesor orientara la resolucion de la
situacion, no fueron claros con las argumentaciones de sus aseveraciones, por
lo que no se pudo comprobar de manera concreta si efectuaron alguna

estrategia en particular.

4. ¢Qué actitud presentaron los estudiantes frente a la situacion clave?

Si bien hubo participacion por parte de los estudiantes, se esperaba que
tomaran una actitud de mayor interés a aceptar el desafio de la situacion, ya
que no hubo mucho impetu por abordar esta, remitiéndose unicamente a las

orientaciones y respuestas que pudiese proveer el profesor respecto de ella.

5. Respecto a lo sucedido en clases, j,como se sintid?, jpor qué?

Si bien se esperaba una mayor participacion en torno a la situacion, nos
sentimos conformes pues creemos que existido el interés por parte de los
estudiantes de resolver la actividad. Por otro lado, se pudo observar que, dado
que los estudiantes entendian que iban a ser necesarios cinco elementos y no

seis, el sentido de nuestra secuencia didactica comenzaba a tomar forma.
Clase 4
- Segunda situacion clave: Division de un rectangulo

La actividad abordada, ocurrida y descrita en el capitulo 5, fue una de las
primeras aplicaciones de los criterios de congruencia de triangulos, la cual
tenia como objetivo el desarrollo del criterio Lado - Angulo - Lado y Angulo -

Lado - Angulo.

1. ¢La situacién clave cumplié el objetivo para el que fue propuesta?
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En esta situacion se dio el primer acercamiento a una aplicacion de los criterios
de congruencia. El objetivo de aplicar lo aprendido en una situacion mas
compleja fue logrado, ya que los estudiantes fueron reuniendo la informacion
necesaria para poder conjeturar finalmente la congruencia dentro del
problema. Si bien al comienzo fue necesaria la guia del profesor, en el
momento mas importante del problema, es decir, la identificacion y justificacion
de la congruencia, el grupo de estudiantes que participo en la actividad pudo

encontrar la solucién, argumentando correctamente.

2. ¢ Qué errores se evidenciaron en los estudiantes?

Los errores que se evidenciaron fueron netamente respecto del lenguaje
matematico, pues uno de los estudiantes se referia al 4ADC como el “4AD”,
lo cual fue corregido por el docente comentandole que estaba aludiendo a un
lado. Otro error sucedié al momento de establecer la correspondencia entre
dos triangulos con el objetivo de generar la congruencia, frente a lo cual
algunos estudiantes comentaban que el triangulo ADC era congruente con el
triangulo ABC.

3. ¢Qué estrategias plantearon los estudiantes frente a la situacion clave?

Durante el desarrollo de la situaciéon clave uno de los estudiantes afirmé que
los triangulos son congruentes pues el rectangulo tiene la misma distancia
entre lados y el mismo angulo. A pesar de aquel comentario, el estudiante que
participé pudo verbalizar correctamente su idea con la orientacion del profesor,
concluyendo que los lados paralelos tienen igual medida y en conclusion son
congruentes, por lo que se comenzé a reunir informacion para resolver el
problema. Posteriormente, los estudiantes identificaron los 4ADC y sABC

como angulos rectos, deduciendo que también son congruentes, para asi
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establecer la congruencia entre los dos triangulos en base al criterio Lado -

Angulo - Lado.

4. ¢Qué actitud presentaron los estudiantes frente a la situacion clave?

Las actitudes de los estudiantes fueron positivas dentro de esta situacion.
Desde un comienzo fueron respondiendo a las preguntas guias del profesor y
participando en todo momento. Ademas, se evidencié una motivacion de parte

de ellos de querer resolver el problema.

5. Respecto a lo sucedido en clases, j,como se sintid?, jpor qué?

Dado que en la situacién hubo bastante interés y participacion por parte de los
estudiantes, el sentimiento respecto de lo sucedido es grato. Ademas, luego
de realizado el ejercicio se les pregunté a los estudiantes para que sirve lo
estudiado, en donde las respuestas que se dieron iban orientadas a las
construcciones, comentando que esto puede ser usado por los arquitectos.
Aquello fue significativo pues hubo una idea de vincular lo aprendido con lo
ocurrido en la cotidianeidad, lo cual permitié encontrarle sentido a la actividad

realizada.

Clase 5
- Tercera situacion clave: Estudio de Clases

Esta ultima situacion clave se realizo en base a la metodologia de estudio de

clases, la cual fue abordada en el capitulo 6.

1. ¢La situacién clave cumplié el objetivo para el que fue propuesta?
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La situacion clave no cumplié por completo el objetivo. Esto debido a que los
estudiantes no fueron participes de ella, por lo cual no se desarrollé el
problema, produciendo que el docente tuviera que abordarlo y resolverlo casi

en su totalidad.

2. ¢Qué errores se evidenciaron en los estudiantes?

No se evidenciaron errores pues al haber una baja participacion, el docente no
logré dilucidar si los estudiantes manejaban deficiencias en sus estrategias y
maneras de proceder. En vista de ello se podria deducir que tuvieron
dificultades para la realizacion de la actividad, pues frente a la pregunta
reiterada respecto de informacién nos proporciona que la casa esté a la mitad
de los caminos, hubo constante silencio, lo que indica que no tenian como

utilizar aquel dato.

3. ¢Los alumnos plantearon diversas estrategias o soluciones para la

situacion que usted plante6?

Los estudiantes no plantearon estrategias para la situacion, salvo en el
momento en que el docente comenzo a dar algunas pistas sobre ella respecto
de la casa ubicada en la mitad de los caminos, en donde pudieron llegar a

establecer que las medidas de los caminos denotados por AC y EC son iguales.

4. Las actitudes de los estudiantes ante la situacién clave, ¢fueron las

esperadas.
Las actitudes de los estudiantes frente a la actividad fueron bastante
pausadas, pues no participaban, por lo cual se inferia que estaban poco

interesados y poco motivados con el problema.

5. Respecto a lo sucedido en clases j,como se sintié?, ¢ por qué?
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Nos sentimos un poco decepcionados frente a la situacion pues pensamos que

la participacion y el interés podrian haber sido bastante mayores.

7.2 Confrontacion de los analisis a priori y posteriori

Luego de los analisis a posteriori realizados durante el apartado anterior, surge
la interrogante respecto de si lo sucedido coincide de alguna manera con lo
expuesto durante el capitulo 5, en donde se realizaron analisis a priori
descriptivos y predictivos de cada situacién clave. En vista de ello, se
contrastaran los analisis obtenidos para llegar a alguna conclusién al respecto
de nuestras ideas previas a las situaciones claves y lo que finalmente sucedio

en cada una de ellas.

- Primera situacion clave: Descenso en la cantidad de elementos

para conjeturar la congruencia entre dos triangulos.

Al confrontar el analisis a priori con el analisis a posteriori, da cuenta de varios
aspectos en los que se puede mejorar la clase. Ejemplo de esto fue la
participacion, ya que se pensaba que seria mucho mas activa, provocando
mas interés de los estudiantes ante el ejercicio. Por otro lado, los errores que
se evidenciaron y que fueron previstos en el analisis a priori, se lograron
aprovechar de manera correcta, es decir, que establecieran la congruencia sin
argumentar el porqué de ella omitiendo que faltaba un elemento, o que
directamente establecieran que no hay congruencia, los cuales se utilizaron

para comenzar a abordar el ejercicio.

En general, la situacién estuvo bien pensada, pues mas bien la ejecucion de
esta fue donde hubo ciertos fallos, ya que hizo falta una mayor interaccién con
los estudiantes para motivarlos a participar. Sumado a ello, se debié haber
reflexionado respecto al error aritmético que no fue aprovechado, es decir, el

hecho de que una estudiante realizara la operacién 180° + 65° + 80° para
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encontrar la medida del angulo faltante, pues luego del analisis a posteriori, se
llegd a la conclusion de que aquello pudo haber sido utilizado para evidenciar
un error algebraico respecto de la propiedad de la suma de los angulos
interiores de un triangulo, de modo de corregirlo y seguir en la busqueda de la

respuesta al problema sorteando los obstaculos que pueden aparecer.

Es por lo anterior que las mejoras apuntan a la preparacion del docente a la
hora de proceder con la actividad de manera de aprovechar los errores, pues
el profesor podria haber realizado a la estudiante la interrogante ¢cémo fue
que llegd a ese resultado?, para asi corregirlo. También, es pertinente utilizar
de manera mas efectiva el tiempo con el objetivo de mejorar la participacion,
pues por un lado cuando los estudiantes no responden a las preguntas
planteadas por el profesor, se les podria otorgar mas tiempo para pensar vy,
por otro lado, ello sirve para que el profesor tenga la oportunidad de hacer
preguntas mas especificas, que sean mas facil de responder para los

estudiantes y que puedan direccionarlos de mejor manera hacia la solucion.

Por ultimo, cada vez que se realiza una actividad de esta indole es
fundamental saber que los estudiantes poseen todos los conocimientos para
llevarla a cabo, esto dado que los estudiantes no recordaban o no
manifestaron recordar la propiedad de suma de angulos interiores del
triangulo, elemento que fue asumido en el analisis a priori y que impacté de
sobremanera en las estrategias que ellos deberian haber tomado para resolver
el ejercicio, pues si bien también podian medir los lados y los angulos de las
figuras o concluir de manera visual que eran congruentes, lo esencial de la
situacion es que utilizaran la propiedad descrita para encontrar el angulo

faltante.
- Segunda situacién clave: Division de un rectangulo

La segunda situacién problema fue uno de los puntos de partida para poner
en practica los criterios de congruencia estudiados, por lo cual se considero

que una de las maneras mas efectivas de producir ese acercamiento fue
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utilizando una figura clave, conocida y trabajada con regularidad en geometria

como lo es el rectangulo.

En vista de ello, se preveia que podria haber errores como el que quisieran
afirmar la congruencia de los triangulos sin tener ninguna argumentacion, lo
cual no fue problema ya que desde un comienzo fueron cuidadosos y buscaron
la informacién y los elementos necesarios para poder entonces conjeturar
sobre la congruencia antes de apresurarse a afirmar aquello. Los errores que
hubo no fueron de caracter cognitivo, sino que fueron producto de
malentendidos de contenidos anteriores, tal y como lo fue el que se refirieran
al “4AD” cuando debid haber sido al 4ADC, que se lograron aprovechar para

corregir y seguir con resoluciéon del problema.

Otro error se produjo cuando tenian que establecer la congruencia, realizando
mal la correspondencia. Aquello fue previsto durante el analisis a priori, por lo
cual el docente orientd a los estudiantes para que pudiesen nombrar la
correspondencia de manera adecuada haciendo énfasis en la manera en que

se deben nombrar los triangulos, pues al enunciar que AADC = ACBA, se

desprende que AD = CBy otras relaciones, lo cual sirve para corroborar si lo

que se esta estableciendo es correcto.

Las estrategias que realizaron los estudiantes no fueron muy distintas a las
previstas. Particularmente, era bastante mas probable que establecieran la
congruencia por el criterio Lado - Angulo - Lado, pues se podian desprender
con mayor facilidad los elementos que llevaban a el uso de aquel criterio. En
cambio, para utilizar el criterio Angulo - Lado - Angulo, debian tener en cuenta
que, en un rectangulo, la diagonal dimidia a los angulos de este, lo cual es
posible apreciar de manera visual, pero argumentar el porqué de ello o el

recordar aquella propiedad puede ser mas complejo.

No se presentaron dificultades durante el desarrollo de la situacion, por lo cual

no hubo manera de contrastar aquellas con lo expuesto en el analisis a priori.
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Por ultimo, se pudo apreciar una muy buena actitud reflejada en la
participacion, elemento que teniamos previsto en el analisis a priori pues no
era un problema demasiado complejo y, dado que involucra una figura
conocida, el establecer ciertas relaciones no era complejo. Es interesante
destacar que luego de resuelto el problema y en base a una interrogante
realizada por el docente, tuvieron nociones proximas a la utilidad que puede
tener el topico en cuestion en la cotidianeidad, lo cual nos pareci¢ bastante

interesante y sin lugar a dudas es algo que debemos rescatar.

En general, la situacion se desarrolld muy similar a lo previsto. Se puede
evidenciar que el problema elegido esta bien situado en la secuencia de
clases, ya que los estudiantes tenian los conocimientos necesarios para poder
responder a este. Es por esto que, pensando en una siguiente planificacion y
realizacién de la secuencia, se podria dar aun mas enfoque a este problema,
dandole una contextualizacion para llamar aun mas el interés de los
estudiantes y que vayan interiorizando las distintas aplicaciones que podria

tener en la vida cotidiana este nuevo aprendizaje.
Tercera situacioén clave: Clase 5 (Estudio de Clases)

La ultima situacién clave que tratamos en la secuencia de ensefianza
aprendizaje se realiz6é en base a la Metodologia de Estudio de Clases, por lo
cual la actividad fue registrada y puesta en discusion con un grupo de docentes
en formacidn, tal como se expreso en el capitulo VI. Esta fue realizada después
de haber estudiado todo el contenido, siendo un problema en donde debian
no solo aplicar los criterios de congruencia, sino que ahondar en elementos

claves que les permitieran poco a poco llegar a la solucién.

En base a lo ya comentado en aquel capitulo, si bien es menester contrastar
las estrategias y errores, es significativo comentar que la participacién de los
estudiantes y su actitud respecto al problema dista mucho de lo comentado en

el analisis a priori, pues esta fue casi nula. Producto de ello, las acciones a
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considerar que se desprenden del analisis, las cuales estan supeditadas a la

participacion, se ven severamente afectadas.

En primera instancia respecto a los errores esperados, no se pudo evidenciar
ninguno de los previstos, lo cual se explica debido a la casi nula participacién.
Esto da muestra de que la eleccién de la dificultad del problema no fue la
correcta o de que los estudiantes en aquel dia no tenian intenciones de

participar.

En similitud con lo anterior, no aplicaron las estrategias que se previeron en el
analisis a priori. Sin embargo, se puede deducir que tuvieron dificultades como
las previstas, pues no supieron interpretar de manera adecuada la informacion
que proporciona que la casa de los Guardaparques se ubique en la mitad de

dos caminos.

Asi, luego de confrontar los analisis y realizar el estudio de clases, una de las
mejoras es dar mas espacio a los estudiantes a comentar el problema, dar
mas oportunidad a que puedan participar y dar sus opiniones antes que el
docente sea quien da la respuesta. Es por esto que, en una nueva planificacion
de esta secuencia, se tiene que establecer mas tiempo para realizar la
situacion clave, para que asi el profesor tenga la oportunidad de poder realizar

lo anteriormente mencionado con sus estudiantes.

Ademas, para lograr el interés y curiosidad que se esperaba en el analisis a
priori, se deberia de mejorar la contextualizacion del problema, ya que la
utilizada finalmente no los hizo sumergirse en el trasfondo matematico y la
aplicacion de los criterios, sino que mas bien se enfocaron en entender
cuestiones logisticas de esta contextualizacion, como los comentado por un
estudiante respecto cual seria el camino mas corto para llegar de un punto a
otro, siendo que esto no tenia relevancia en la resoluciéon. En vista de ello, la
contextualizacion tendria que ser mas simple, sin tanta informacion que pueda

distraer a los estudiantes del objetivo principal.
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Otro factor para tomar en cuenta es el posicionamiento del problema en la
secuencia, pues si bien se llevd a cabo en la ultima clase, quedd en evidencia
que los estudiantes no estaban preparados para este. En un punto de la
resolucion, se aprecia que hay un contenido fundamental que los estudiantes
si habian visto pero no recordaban, que era sobre las propiedades de los
angulos entre rectas, particularmente los angulos opuestos por el vértice. Es
por esto que, para una proxima implementaciéon del problema, se deberia
posicionar en una secuencia mas larga donde los estudiantes hubieran tenido
la posibilidad de enfrentarse a aplicaciones de los criterios un poco mas
simples. Ademas, es esencial recordar los contenidos claves antes de abordar
un problema, dado que en este caso los estudiantes no recordaban la
propiedad de angulos opuestos por el vértice, por o que no pudieron abordar

en plenitud la situacion.

En sintesis, no negamos la inclusion de las aplicaciones al final de la
secuencia, sino que mas bien hay que realizar una mejor eleccion de ellas.
Para poder utilizar el ya ofrecido en la planificacion, es menester que su
aplicacion se lleve a cabo en una secuencia mas extensa y con mas tiempo
para poder llegar a aquel nivel de dificultad, ademas de repensar en el contexto

del problema para asi llamar la atencion de los estudiantes.
7.3 Confrontaciéon diagnéstico inicial y diagnéstico final

Para poder hacer un buen analisis de los resultados de la secuencia,
utilizaremos el referente tedrico con el objetivo de comparar en qué nivel se
encontraba el curso en un comienzo y si se logré avanzar hacia un nivel mayor.
Por ello, fue necesario realizar una evaluacion diagnostica en el inicio y en el

final de la secuencia de ensefianza aprendizaje.

7.3.1 Diagnéstico inicial.

Dado que la presente investigacion esta enmarcada en el marco teodrico del

Modelo de Van Hiele, este instrumento tiene como objetivo identificar en qué
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nivel de razonamiento geométrico se encuentran los estudiantes respecto a la
habilidad de argumentar en relacion con el concepto de congruencia y los

criterios de congruencia de triangulos.

En base a los acotados tiempos dispuestos para la secuencia, las
recomendaciones de la profesora en base a la poca participacion de los cursos
en la modalidad virtual sumado a la necesidad de aprovechar la muestra de la
mejor manera posible para cumplir con la investigacidon, no hubo la posibilidad
de realizar un diagnostico extenso. En vista de ello y privilegiando la sintonia
en el primer encuentro con los estudiantes, se optd por realizar una serie de
interrogantes durante la primera clase que dieran cuenta de como argumentan
frente a ciertas nociones basicas del topico a trabajar, junto con la elaboracion

de una pregunta en la plataforma www.mentimeter.com.

Cabe destacar que, a pesar de que se intentaron realizar interrogantes para
obtener la informacion mas fidedigna posible en sincronia, en vista de los
inestables cambios de los ultimos afios en el contenido a revisar producto del
estallido social y el contexto pandémico, segun lo recabado por los estudiantes
y su profesora, nunca habian visto el tépico respecto de congruencia de
triangulos, lo cual también nos proporcion6é antecedentes a tener en cuenta
para concluir estableciendo el nivel en que se encuentran luego de las

actividades realizadas.
La actividad con la que se inicio la clase tenia por objetivo dar cuenta de que

manera argumentan los estudiantes cuando se les presentan dos figuras y se

les realiza la interrogante acerca de si son “iguales” (Figura 1).
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iComo podemos saber si estos objetos son
iguales?

Figura 1

En la siguiente interrogante planteada, se les preguntd a los estudiantes
respecto de la igualdad de las mesas, pero ahora en torno a la palabra

congruencia. (Figura 2)

Dos amigos descubren que tienen una mesa de forma rectangular muy
similar. Uno de ellos dice que su mesa mide 80cm de alto y un metro de
largo, mientras que el otro dice que su mesa mide un metro de alto y 80cm
de largo. ¢Es cierto que sus mesas son congruentes?

Figura 2
Como ultima actividad importante en el diagnéstico, se les pregunto: ;Qué

sera necesario para que dos triangulos sean congruentes? (Figura 3)
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A & D £

:{Qué serd necesario para que dos tridngulos
sedan congruentes?

Short answers are recommended. You have 250 characters left.

250

Figura 3

7.3.2 Resultados diagnéstico inicial

Durante la primera clase de caracter diagnostico e introductorio al concepto de

congruencia de triangulos, estuvieron presentes 19 estudiantes.

Respecto de la primera interrogante, de todos los estudiantes que se
encontraban conectados, solo cinco emitieron su respuesta frente a la
actividad planteada. Cuando se pregunté: ;Como podemos saber si estos
objetos son iguales?, un estudiante respondié -por la forma- y luego al afirmar
que no eran iguales comenta -el tamano es diferente-, aludiendo al teléfono.
Otros tres, argumentaron que se puede establecer la igualdad en base a la
forma y el tamafio de los objetos, indicando que son iguales cuando tienen el
mismo tamafo y la misma forma. Un ultimo estudiante comenté que dos

objetos son iguales “cuando calzan” entre si.
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Los estudiantes que responden adecuadamente a esta pregunta poseen
caracteristicas de un nivel uno del modelo de Van Hiele, pues “(...) las
descripciones son principalmente visuales y las compara con elementos
familiares de su entorno” (Gamboa & Vargas, 2003, pag 82). Los estudiantes
que contestaron aludieron con seguridad especificamente al referirse al
teléfono, no asi cuando se traté del pentagono, ademas lo vemos también en

su justificacion basada en una comparacion totalmente visual.

En la segunda pregunta respecto de si las mesas tienen igual forma y tamafrio,
un estudiante responde positivamente, mientras otros dos responden de
manera negativa. Al solicitarles que argumenten su premisa, solo una
estudiante lo hace comentando que no son congruentes pues -porque una
mide un metro de alto mientras que la otra 80cm de alto-. Luego, uno de los
estudiantes que habia afirmado la congruencia, acota que -solo se parecen en
las medidas- dando a entender que ya no cree que son similares en forma y

tamarno.

A diferencia del primer ejercicio, en las dos acotaciones se logra evidenciar
que los estudiantes justifican aludiendo a las partes de la figura y a
compararlas correspondientemente. En base a ello, clasificamos una de estas
dos respuestas en un nivel de razonamiento dos de Van Hiele, ya que “El
individuo puede ya reconocer y analizar las partes y propiedades particulares
de las figuras geométricas y las reconoce a través de ellas” (Gamboa &
Vargas, 2003, pag. 84). Sobre el estudiante que cambid su opinion y el otro el
cual no argumentd su respuesta, se clasificaron en un nivel 1 del modelo, pues
no hay rasgos que permitan evidenciar que distinguen las partes y propiedades

de las figuras.
Para la tercera pregunta, desarrollada en la herramienta online Menti, se

registraron solo cinco respuestas, las cuales son expuestas a continuacién

(Imagen 1 e Imagen 2):

112



que un triangulo tiene
que estar rotado para
que sea congruente y
la misma letra o
medida

para que los dos
triangulos sean
congruentes tienen
que tener la misma
longitud y dngulos
entre ellos .Ej: g40° =]
40°, AC =50cmDF =

La figura su forma las
letras sus
caracteristicas cémo
se emparejan

50cm

Imagen 1

que sea la misma
figura asi tiene las
mismas dimensiones

Imagen 2

yO Creo que para que
todos lo tridngulos
sean congruentes se
necesitan que sean de
la misma media ya sea
lago como ancho

Del total de respuestas, en cuatro de ellas los estudiantes aluden a elementos

como la forma, la rotacion o las medidas, sin embargo, las argumentaciones

que realizan son erradas, por lo cual esto nos da pautas para deducir que las

respuestas se ajustan a un nivel uno del Modelo de Van Hiele ya que, acorde

con Gamboa & Vargas (2003), las descripciones son visuales, no reconocen

ni explican propiedades y no poseen un lenguaje matematico desarrollado

para referirse a las partes del triangulo.

Por ultimo, una de las respuestas antes mencionadas refiere a que, si dos

triangulos son congruentes, deben tener la misma longitud, es decir, las
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mismas medidas de sus lados y ademas los mismos angulos entre ellos.
Aquella respuesta la categorizamos en un nivel 2 pues “El individuo puede ya
reconocer y analizar las partes y propiedades particulares de las figuras
geométricas y las reconoce a través de ellas” (Gamboa & Vargas, 2003, pag.
84), es decir, el estudiante que respondié reconoce que para que dos
triangulos sean congruentes deben tener ciertos elementos que midan lo
mismo y que estén relacionados, mas alla de que tengan la misma forma y el
mismo tamano, lo cual intenta fundamentar con un ejemplo de dificil
comprensioén. A pesar de que la respuesta sobresale por sobre las demas, no
es lo suficientemente completa como para alcanzar un nivel 3 en el cual el
estudiante “Establece las condiciones necesarias y suficientes que deben
cumplir las figuras geométricas, por lo que las definiciones adquieren
significado.” (Gamboa & Vargas, 2003, pag. 84), pues, si un estudiante lograse
alcanzar aquel nivel con esta interrogante, podria definir la congruencia de
triangulos y afirmar mediante argumentos que dos triangulos congruentes
deben tener los angulos correspondientes congruentes y los lados

correspondientes congruentes.

En vista de la nula participacion de los demas estudiantes que se encontraban
conectados a la sesion y dado que no se pueden extraer conclusiones ni
categorizarlos segun un nivel del Modelo de Van Hiele, solo se consideraron
los estudiantes quienes comentaron con anterioridad para elaborar una tabla

con informacion.

Preguntas No responden | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
1 14 5 - -
2 16 2 1

3 14 4 1 0
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En vista de los resultados obtenidos, la secuencia de aprendizaje estuvo
orientada a que los estudiantes pudieran progresar en su nivel de

razonamiento geométrico, desde un primer nivel hacia uno superior.

7.3.3 Diagnéstico Final

El diagnéstico final tiene por objetivo verificar en qué nivel se encuentran los
estudiantes luego de haber aplicado la secuencia de ensefianza aprendizaje.
Debido al contexto virtual, este se realizé ocupando la herramienta Formularios

de Google (Imagen 3, Imagen 4, Imagen 5)

item 1 (Imagen 3)

Si el triangulo ABC es congruente con el triangulo MNP, entonces:

3.85 N

1.- ;Cuanto mide el segmento MN? *

Texto de respuesta breve

115



2.- ;Cuanto mide el &ngulo ABC? *

Texto de respuesta breve

3.- ¢{Cuanto mide el &ngulo PMN? *

Texto de respuesta breve

Imagen 3

item 2 (Imagen 4, Imagen 5)

1.- ¢ Los siguientes triangulos son congruentes?, ;Por qué?

Texto de respuesta largo

Imagen 4
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2.- Si un familiar te dice que dibujé dos triangulos de igual tamafio y forma, ;Cuantas y cuales  *

medidas revisarias para saber que es verdad?

Texto de respuesta largo

3.- Sien el rectangulo ABCD el punto E es punto medio del segmento BC, ¢ Los triangulos ABE y *
DCE son congruentes?, ;Por qué?

Texto de respuesta largo
Imagen 5

7.3.4 Resultados diagnéstico final

Respecto del primer item, los estudiantes que solo son capaces de responder
de manera correcta a las primeras dos preguntas son categorizados en un
nivel dos de Van Hiele, puesto que comprenden las propiedades particulares
de la congruencia y pueden establecer que las partes de estas figuras son de

igual medida (Imagen 6 - Imagen 9).
1.- ¢Cuanto mide el segmento MN? *

3.5

Imagen 6
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1.- ;Cuanto mide el segmento MN? *

El segmento MN mide 3.5

Imagen 7

2.- ;Cuanto mide el angulo ABC? *
48°

Imagen 8

2.- ;Cuanto mide el angulo ABC? *

El angulo ABC mide 48

Imagen 9

Otros estudiantes son categorizados en un nivel 1 debido a que sus respuestas

no son correctas (Imagen 10 - Imagen 13):
1.- ¢Cuanto mide el segmento MN? *

9 centimetro

Imagen 10

1.- ¢Cuanto mide el segmento MN? *

Uno medi 2.85

Imagen 11

2.- ;Cuanto mide el angulo ABC? *
60grados

Imagen 12
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2.- ;Cuanto mide el angulo ABC? *

72

Imagen 13

Por otro lado, los estudiantes que respondan correctamente en la tercera
pregunta nos daran indicios de un nivel tres de razonamiento (Imagen 14,
Imagen 15), esto es ya que “(...) reconoce como unas propiedades se derivan
de otras, construye interrelaciones en las figuras y entre familias de ellas”
(Gamboa & Vargas, 2003, pag. 83). Aquello se fundamenta pues, con los datos
que se tienen en las figuras, el estudiante tendra que ir mas alla ya que para
obtener la medida del 4PMN, debe utilizar la propiedad de la suma de los
angulos interiores de un triangulo, pues ya conoce las medidas de los otros

angulos.

3.- ;Cuanto mide el angulo PMN? *

60°

Imagen 14

3.- ;Cuanto mide el angulo PMN? *
El angulo P= 60°, M= 72° N= 48°

Imagen 15
De 7 estudiantes que participaron del diagndstico final, en el primer item, 3
lograron responder correctamente a la primera pregunta, 3 respondieron de

manera correcta a la segunda y solo un estudiante contesté adecuadamente

la tercera pregunta.
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El item 2 consta de tres preguntas. En la primera de ellas, se presenta una
pareja de triangulos que tienen un angulo y un lado congruentes, cuya
interrogante apunta a que argumenten si los triangulos son o no congruentes.
En las respuestas, un estudiante respondié solo -Lado, Angulo, Lado- por lo
cual no se puede inferir mucho de su nivel, sin embargo, dado que se infiere
que utilizé un criterio cualquiera sin justificacion, se categorizé en nivel uno
(Imagen 16, Imagen 17). Ademas, otros cinco estudiantes respondieron a la
pregunta afirmando la congruencia en base a que los triangulos poseen igual
medida, la cual no justificaron por medio de ningun criterio, por lo que fueron
clasificados en nivel 1 al realizar una argumentacion acorde con Gamboa y

Vargas (2003), de caracter visual e intuitiva.

éL% it x@ 6|f

si porque tienen las mismas medidas

Imagen 16

). [\ LS

Si, porque tienen las misma forma y las mismas medidas

Imagen 17

Por ultimo, solo una estudiante respondié que hacian falta mas elementos
(Imagen 18). Debido a ello, a esta estudiante se le categoriza en nivel 3 ya que
“Establece las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir las
figuras geométricas, por lo que las definiciones adquieren significado.”
(Gamboa & Vargas, 2003, pag. 83).
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/ M5\ #1)

Ha simple vista si, pero hace falta la medida de un angulo o lado para tener el criterio

Imagen 18

En la segunda pregunta, se les da un contexto por medio del cual se ven
obligados a verificar si un triangulo copiado es congruente al original. Aquella
interrogante esta orientada a que argumenten en qué elementos como minimo
deben poner énfasis para verificar que aquellos triangulos son congruentes.
La gran mayoria de los estudiantes respondié a la interrogante de modo de
verificar que tuviesen las mismas medidas y en consecuencia la misma forma
(Imagen 19, Imagen 20), lo que denota un nivel en donde pueden “reconocer
y analizar las partes y propiedades particulares de las figuras geométricas y
las reconoce a través de ellas” (Gamboa & Vargas, 2003, pag. 82), es decir,

un nivel dos de razonamiento.

2.- Siun familiar te dice que dibujé dos triangulos de igual tamano y forma, ;Cuantas y
cuales medidas revisarias para saber que es verdad? *

Revisando sus lados y su angulo y también su forma

Imagen 19

2.- Siun familiar te dice que dibujo dos triangulos de igual tamano y forma, ;Cuantas y
cuales medidas revisarias para saber que es verdad? *

Con respecto a las medidas seria importante saber primero si los triangulos tienen sus lados de igual
medida.Luego debo verificar que sus dngulos sean iguales y que tengan el mismo tamafio.Para formar un
tridngulo de 180°,es decir deber ser iguales.

Imagen 20

Por otro lado, los dos estudiantes faltantes completaron el objetivo principal de
la secuencia de aprendizaje, ya que respondieron utilizando criterios de

congruencia, es decir, dedujeron con sus conocimientos que no era necesario
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revisar los seis elementos, sino que bastaba con 3 de ellos. Sin embargo, no
realizaron ningun tipo de argumentacion, por lo cual se decidio ubicarlos en un
primer nivel debido a que no existen elementos para comprobar que haya sido

una respuesta no memoristica (Imagen 21, Imagen 22).

2.- Si un familiar te dice que dibujo dos triangulos de igual tamano y forma, ;Cuantas y
cuales medidas revisarias para saber que es verdad? *

3 lados
Imagen 21

2.- Si un familiar te dice que dibujo dos triangulos de igual tamafio y forma, ;Cuantas y
cuales medidas revisarias para saber que es verdad? *

Lado Angulo lado

Imagen 22

En la ultima pregunta del item respectivo, la justificacién a la solucion del
problema es esencial. En base a las respuestas, dos estudiantes no justifican
o0 no logran explicar bien sus ideas y tampoco identifican o utilizan la
informacion referente al punto medio, por lo tanto, son categorizados en un

nivel uno (Imagen 23, Imagen 24).

Porqué medien lo mismo por los lados angulos

Imagen 23
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Si son congruentes

Imagen 24

Por otro lado, el resto de los estudiantes identifica propiedades, pero no las
relaciona entre ellas, por lo que son categorizados en un nivel dos (Imagen 25,
Imagen 26). Ningun estudiante logra dar su justificacion integrando la

propiedad de punto medio con los criterios de congruencia.

NS

Si porque ambos tienen lados de la misma medida y se encuentran dentro de la mitad del rectangulo

Imagen 25

NS

Porqué el punto E esta situado en el centro,lo que le da a ambos lados ABE Y DCE medidas exactas tanto de
lados como de dngulos

Imagen 26

Finalmente, la categorizacién por nivel de razonamiento en los distintos

problemas del diagndstico final queda de la siguiente manera:
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Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

item 1 3 3 1
ftem 2, pregunta 1 | 6 0 1
item 2, pregunta 2 | 2 5 0
item 2, pregunta 3 | 2 5 0

7.3.5 Conclusiones del contraste de los analisis

Luego de los analisis recabados por el diagndstico final, concluimos que si bien
la secuencia de ensefianza aprendizaje estuvo orientada a que los estudiantes
progresaran en su nivel de razonamiento geométrico segun el Modelo de Van
Hiele, no hubo avances significativos en los niveles de razonamiento de los

estudiantes.

Uno de los factores que mermaron en la propuesta fue la baja participacion de
los estudiantes durante el desarrollo de las sesiones de clases, lo cual se hizo
patente desde el diagndstico inicial, pasando por las situaciones claves, hasta
el diagndstico final. La participacién para construir las redes de contenidos a
estudiar es fundamental, pues “es precisamente en estas interrelaciones en
donde la comunicacién como proceso de interaccion social, y el lenguaje
juegan un papel fundamental dentro de la clase de matematicas, como ejes
articuladores entre la compresidn y la argumentacion; esto es, la comunicacion
actua como mediadora, ya que para poder argumentar sobre algun hecho
debe comprenderse muy bien, discutirse y entablar consensos para llegar a
conclusiones y asi construir nuevos saberes.” (Espinosa & Bohorquez, 2013,
pag. 105). Ademas de lo comentado, el hecho de que una baja cantidad de
estudiantes haya resuelto los diagnosticos realizados, deja fuera una gran
cantidad de alumnos de los cuales se desconoce totalmente como fue su

progreso en funcion de la secuencia implementada.
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Otro factor que mermd durante el desarrollo de la investigacion fue la
modificacion de la cantidad de clases predestinadas. Si bien en un inicio se
tenia previsto la realizacion de la secuencia en seis clases de una hora
pedagogica cada una, en base a situaciones externas se tuvo que acortar la
secuencia a cinco clases, lo cual impactd en el cumplimiento de los objetivos
de la secuencia y en el trabajo realizado en base a las fases del marco teérico
y en el disefo de la actividad llevada a cabo con la Metodologia de Estudio de

Clases, influyendo en el aprendizaje de los estudiantes.

Aun con las desventajas nombradas, es menester realizar conclusiones a
partir de los objetivos planteados con la evidencia que se logré recabar a lo
largo de la investigacion, particularmente respecto de las acciones que

realizaron los estudiantes para argumentar.

En base al diagndstico realizado durante la primera sesién, se concluye que
los estudiantes son capaces de establecer relaciones de igualdad vy
congruencia entre las figuras unica y exclusivamente de manera visual, acorde
con lo planteado por Gamboa y Vargas (2003) en el primer nivel del Modelo
de Van Hiele. En base a ello, con la secuencia de clases se tenia previsto que
pudieran distanciarse de esa manera intuitiva y, junto con avanzar de nivel,

argumentar mediante los razonamientos estudiados.

Asi, en base a las respuestas se pudo caracterizar tres tipos de acciones

distintas para argumentar.

La primera corresponde a una manera intuitiva de argumentar, propia del nivel
uno, pues “No es capaz de reconocer o explicar las propiedades determinantes
de las figuras, las descripciones son principalmente visuales y las compara con
elementos familiares de su entorno” (Gamboa & Vargas, 2003, pag. 82). Las

caracteristicas de los estudiantes que ahondan en este tipo de acciones para
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argumentar se basan en establecer la congruencia entre figuras de manera

visual, haciendo énfasis en la forma y el tamafio (Imagen 17)

Otras acciones realizadas por los estudiantes guardan relacion con lo
planteado en el segundo nivel por Gamboa y Vargas (2003), en el cual pueden
reconocer propiedades particulares de figuras, pero no pueden establecer
relaciones o clasificaciones entre ellas. Ejemplo de ello es lo relativo a la
imagen 20, en donde el estudiante establece que se debe conocer las medidas
de los tres lados y angulos para verificar si los triangulos son congruentes,
pero no es capaz de establecer una relacién mas alla, por ejemplo, pensando
en que los criterios de congruencia de triangulos nos permiten, con la minima

informacion, aseverar que dos triangulos son congruentes.

Una ultima caracterizacién sobre las acciones que realizan para argumentar la
establecemos en base a estudiantes que logran el nivel 3, que acorde con
Gamboa y Vargas (2003) establecen condiciones necesarias y suficientes que
cumplen las figuras geométricas. Asi, un estudiante en aquel nivel habria dado
cuenta de la cantidad minima de elementos necesaria para poder verificar en
la pregunta 2 del item 2, que los triangulos son congruentes, argumentando
aquello. Ejemplo de producciones de estudiantes que lograron ese nivel se
ven reflejadas en la Imagen 15, en donde el estudiante fue capaz de
establecer, por medio de propiedades de congruencia y de la suma de los

angulos internos de un triangulo, la medida de los tres elementos pedidos.

Finalmente, a pesar de las argumentaciones realizadas y la progresion que se
pudo observar en varios estudiantes, una mayoria continia con problemas
para argumentar y comunicar, habiendo varias producciones en donde existe

poca coherencia en lo que escriben.

126



CONCLUSIONES

Por anos, el area de la matematica ha adolecido de diferentes tratamientos
que no hacen mas que entorpecer el desarrollo de habilidades en quienes la
aprenden, es decir, los estudiantes. Aquello, junto con los problemas que
aqueja el sistema educativo de Chile, producen que la ensefianza de esta area
sea enfocada mas a la memorizacion de férmulas y algoritmos que a la
construccion de pensamiento y de razonamiento matematico.

Por si no fuera poco, la pandemia del Covid-19 que ha dejado millones de
muertos a lo largo del mundo, ha cambiado la forma de vivir y de interactuar
de todos los seres humanos, a tal punto de que, si nos detenemos a mirar al
pasado, probablemente nos envuelva una sensacion nostalgica y amarga.
Este cambio que ha producido el nuevo modo de vivir ha impactado
fuertemente en todas las esferas del ser humano, y la educacién no esta
exenta de ello, mas aun, es una de las aristas que mas ha sufrido las
consecuencias de este repentino cambio. Lejos de los encuentros en donde
se producia dialogo, interrelacionandose entre quienes cohabitan por unas
horas en una institucion educativa, todo ha quedado reducido a una escueta
interaccion a través de un monitor, lo cual ha empeorado de sobremanera las
problematicas ocurridas en torno a la educacion.

La experiencia vivida por nosotros como futuros docentes durante este
proyecto de investigacion no ha estado exenta de problematicas asociadas a
lo comentado, pues esta investigacion, desarrollada bajo una modalidad
completamente virtual, se vio severamente afectada por la baja participacion
del grupo curso, comprimida por la poca cantidad de sesiones que se nos
otorgd para desarrollar la investigacion y restringida por la nula interaccion
entre pares, lo cual hubiese aportado potentemente a la habilidad de
argumentar y a la construccién del topico estudiado durante esta secuencia de

aprendizaje.
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Sin embargo, lejos de decepcionarnos por aquello, nos sentimos desafiados,
pues, con todos los saberes recogidos durante esta investigacion, podremos
ir realizando los cambios que tanto anhelamos.

Aprendimos a utilizar un marco teérico como lo fue el Modelo de Van Hiele que
nos orientod y nos dictd pautas sobre cdmo proceder para elaborar la secuencia
de ensefanza aprendizaje, trabajando en torno a las fases y niveles los cuales
resultaron ser sumamente orientadores para la generacion de razonamiento
geométrico. Junto con ello, aprendimos lo importante que es realizar un
diagndstico antes de introducir una unidad educativa, pues es deber de todo
educador tener en cuenta los conocimientos previos que sus estudiantes
poseen.

Aprendimos y evidenciamos la importancia de la historia y la epistemologia de
un objeto matematico, pues hacer aquella revision respecto de la evolucién de
un objeto con el paso del tiempo y de cdmo ha sido su tratamiento para llegar
a ser lo que es hoy, nos permite recoger y recabar elementos que podemos
incorporar a nuestras secuencias didacticas, evitando posibles errores y
obstaculos que alguna vez tuvieron grandes matematicos y que hoy por hoy,
también cometen nuestros estudiantes.

Aprendimos también a trabajar con diferentes metodologias que nos
permitieron enriquecer nuestro proceso de elaboracion de clases, por un lado
utilizando la Metodologia de Estudio de Clases, pudiendo discutir y reflexionar
con nuestros propios colegas acerca de nuestras situaciones claves logrando
evidenciar elementos que no podriamos haber sido capaces de observar por
nuestra cuenta, y por otro lado, utilizando elementos de la micro - ingenieria
didactica que nos ayudaron a realizar analisis mas exhaustivos y profundos en
torno a la secuencia de ensefianza aprendizaje, los cuales nos serviran para
el desarrollo de nuestra profesion docente. En vista de todo ello, esperamos
que esta investigacidon pueda servir de ayuda a todos quienes quieran
contribuir al desafio que significa educar hoy en dia, pues es imperioso

armarse de todos los elementos posibles para emprender esa batalla.
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	- Explicar y fundamentar:
	Soluciones propias y los procedimientos utilizados.
	Resultados mediante definiciones, axiomas, propiedades y teoremas. (OAH E)
	- Fundamentar conjeturas dando ejemplos y contraejemplos. (OAH F)
	- Evaluar la argumentación de otros dando razones. (OAH G)
	- Usar modelos, realizando cálculos, estimaciones y simulaciones, tanto manualmente como con ayuda de instrumentos para resolver problemas de otras asignaturas y de la vida diaria. (OAH H)

