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Resumen.

Para el presente Seminario de Titulo, basado en las acciones o estrategias
utilizadas por las estudiantes de segundo medio en la busqueda de técnicas
de resolucion de ecuaciones cuadraticas, se consideraron los 3 métodos de
resolucion que plantea el Ministerio de Educacion y un innovador método

propuesto por Po-Shen Loh.

Se consideré este tema al observar una practica pedagogica muy recurrente,
pues, la ensefianza de la ecuacion cuadratica se realiza de manera
descontextualizada, es decir, al momento de presentar los métodos de
resolucién, no se realiza ningun analisis previo. Por ello, se propone una
secuencia de clases basada en la Teoria de Situaciones Didéacticas
presentada por Guy Brousseau, cuyo enfoque metodoldgico utilizado es la

Ingenieria Didactica y el Estudio de Clase.

Por otra parte, se realiza un exhaustivo analisis a las acciones o estrategias
que utilizan las estudiantes al momento de resolver una ecuacién cuadratica,
considerando las respuestas que realizaron las estudiantes en aquellas

situaciones de aprendizajes claves.

Este Seminario de Titulo finaliza con una reflexién que se orienta a cédmo
influyé esta implementacién de clases en nuestro quehacer pedagdgico y

cémo contribuye al perfil de egreso de la carrera de Pedagogia en Matematica.



Introduccion.

La siguiente investigacion, realizada en el Seminario de Titulacion, se
presenta para optar al grado de Profesor de Matematica otorgado por la
Universidad Alberto Hurtado. Esta se realiz6 en el décimo semestre de la
carrera y esta intimamente relacionado a la practica profesional, la cual se

realizé en el Liceo Paulina Von Mallinckodt.

Este Seminario, consta de 7 capitulos cuyo foco se encuentra en la secuencia
de ensefianza aprendizaje de los métodos de resolucion de la ecuacién
cuadratica, considerando los propuestos por el Ministerio de Educaciéon y

agregando un nuevo método de resolucién, llamado método de Po-Shen Loh.

Se considerd esta teméatica, puesto que, se observé una concurrencia en la
ensefianza de los métodos de resolucion de la ecuacién cuadrética, pues, se
realiza de manera descontextualizada, es decir, en las aulas chilenas este
contenido suele presentar sin realizar un andlisis previo. De lo anterior, surge
la pregunta: ¢Qué acciones o estrategias utilizan los estudiantes para la
bldsqueda de técnicas de resolucién de ecuaciones cuadraticas?

Para fundamentar esta problematica se consideran varios antecedentes
claves, como lo es la memorizacion de la formula general, comprension de las
ecuaciones, del signo igual y de las notaciones, ensefianza tradicional,
escasez de materiales de apoyo y bajo rendimiento en matemadtica, entre
otros. Cabe mencionar que tanto los antecedentes como la problematica se

desarrollan en capitulo I.

Luego, en el capitulo I, se desarrolla todo lo relacionado a la ecuacion
cuadratica, considerando elementos epistemoldgicos, su evolucién a lo largo
de la historia, los métodos de resolucién de la ecuacion cuadratica junto a

todas las demostraciones correspondientes.

Por otra parte, se hace referencia a la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD)

propuestas por Guy Brousseau en 1970, basando nuestros planes de clase



en esta teoria, es por ello por lo que el foco de nuestra implementacion se
centra en las situaciones generadas por las estudiantes y el medio, tales
como, situacion de accion, formulacién, validacion e institucionalizacién (en la

gue es parte el profesor).

El enfoque metodoldgico utilizado en esta investigacion corresponde a la
Ingenieria Didactica y el Estudio de Clase, pues, la primera es la que nos
permite dar una ordenacion a las secuencias de aprendizaje y fundamentarla,
mientras que el Estudio de Clase corresponde a un método japonés basado
en la resolucion de problemas. Se recalca, que el Estudio de Clase se realiz6

en la ultima sesidn de nuestra implementacion de clases.

Los resultados que arrojaron las sesiones de clase se analizan en capitulo VII,
en él se presentan algunas reflexiones sobre el quehacer pedagégico que

siguieron luego de analizar estos resultados.

Por ultimo, se presentan las conclusiones de nuestra investigacion, se hace
énfasis en la planificacion e implementacion de clases y cémo contribuyeron

al perfil de egreso.
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CAPITULO .

PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS.

En el primer capitulo del presente Seminario de Titulo abordaremos la
problematica existente en la enseflanza de la ecuacion cuadratica en
estudiantes de segundo medio. En este sentido, se presentaran los
antecedentes que destacan dicha problemética, junto con un analisis de dos
Textos del estudiante y del Programa de Estudio del nivel correspondiente,

para luego plantear los objetivos y la pregunta de la investigacion.
1.1 Problematica

Inicialmente, la ecuacion cuadratica es vista en las instituciones educativas
chilenas en la Educacién Media, especificamente en la segunda unidad del
Programa Ministerial para segundo medio (2016) y se titula “Funciones

cuadraticas, ecuaciones cuadraticas y la inversa de una funcion”.

Se considera que la problematica detectada ocurre en el proceso de
ensefianza de la ecuacion cuadratica, sumado a los métodos que se utilizan

para calcular y obtener sus soluciones.

Ahora bien, en relaciébn con dichos métodos, el Programa de Estudio de
segundo medio, junto con los Textos del Estudiante, proponen una secuencia

de ensefianza basada en tres métodos de resolucion para estas ecuaciones:

e Factorizacion.
e Completacion de cuadrados

e Formula general.

Respecto a este ultimo método, en los Textos del Estudiante no existe un

mayor andlisis en la demostracion de dicha formula o, al menos, de dénde
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proviene, lo que fomenta la memorizacion de los alumnos, generando
dificultades en el aprendizaje del algebra por la ausencia de diferentes formas

de representacion de los objetos mateméticos.

Por otro lado, existe un desinterés de los estudiantes en aprender matematica,
y se debe, principalmente, a la complejidad propia del contenido (en este caso,
la ecuacién cuadratica). De hecho, Godino y Font (2003), sefalan que “la
experiencia de los profesores y los resultados de diversas investigaciones
muestran que el algebra resulta un tema dificil” (p. 816), pero también, el
profesor es determinante en cdmo ensefia y en las técnicas de ensefanza
gue utiliza para motivar a sus estudiantes. De lo anterior resultan dos aspectos

relevantes:

e Ensefanza tradicional de los profesores.

e Falta de herramientas o materiales de apoyo.

Estos elementos son determinantes para un claro resultado: bajo rendimiento
en Matematica. Segun el Diagnéstico Integral de Aprendizajes en el afio 2021,
muestra que existe un bajo rendimiento en Matematica en estudiantes de

segundo medio.

En cuanto a algunos antecedentes claves que destacan dentro de esta
problematica, existen estudios y autores que se presentan en “1.2
Antecedentes”, sobre las dificultades que conlleva la memorizacién de la
Formula general de la ecuacion cuadratica, cuando no se realiza un previo
analisis, incluso, segun Lavilla (2011), “cuando estas palabras son recordadas
meramente por medio de la repeticion mecanica, tanto el proceso de
aprendizaje como el producto o resultados son malos” (p. 313). De esta forma,

se limita la total comprension de la Formula general.

Por otra parte, como segundo antecedente, se encuentra la comprension de
las ecuaciones, del signo igual y las notaciones, Godino y Font (2003),

mencionan que estos conceptos pueden causar dificultades en el aprendizaje.

12



Como tercer antecedente y relacionado con los anteriores, se encuentra la
ensefianza tradicional en la que predominan modelos epistemolégicos
euclidianos, como los que menciona Gascén (2001), en la Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemética Educativa.

En relacion con el cuarto antecedente, se incluye la falta de herramientas o
materiales de apoyo que fomenten la ensefianza tradicional. La organizacion
UNICEF (2016), enfatiza en la diferencia entre el uso de la tecnologia para
formar personas aptas en el area, con el uso de dicha tecnologia como un

recurso que aporte a la ensefianza y aprendizaje de los estudiantes.

Para finalizar, como ultimo antecedente y, a modo general, tenemos el bajo
rendimiento en matematica que, como menciona Bastidas (2010), mas de la
mitad de los estudiantes de segundo medio tiene dificultades para traducir
ecuaciones de segundo grado desde un lenguaje natural a un lenguaje
algebraico.

Junto a la contextualizacion del problema y a los antecedentes que son parte
de la problematica, surge la pregunta de investigacion:

¢, Qué acciones o estrategias utilizan los estudiantes para la basqueda

de técnicas de resolucidon de ecuaciones cuadraticas?
1.2 Antecedentes.

A continuacién, se presentan algunos antecedentes que justifican la

problematica planteada con anterioridad:
1.2.1 Memorizacién de la férmula general.

En una seccion del contenido, especificamente en lo que compete a la
Formula general, es comun observar como se presenta sin realizar una
demostracion o, al menos, un analisis acabado de dicha formula, para que los
y las estudiantes entiendan como y de donde proviene, lo que fomenta su

memorizacioén, incluso dejando de lado su propia comprension al momento de

13



resolver distintas ecuaciones nos remitimos directamente a un algoritmo sin
conocer de dénde proviene; un ejemplo es el caso de la ecuacion cuadratica
en el que se hace un uso memoristico de la formula general sin reflexionar el

porqué es necesario utilizar dicha formula en una situacion determinada.

La memorizacibn como una practica pedagodgica puede causar una
mecanizacion mas rapida del contenido, sin embargo, los y las estudiantes no
logrardn una comprension efectiva, pues puede causar dificultad transitar
hacia otro aprendizaje al no realizar un analisis sobre la justificacion del
contenido, en relacion con esto, Naslund-Hadley y Villanueva (2021)

mencionan que

El problema del enfoque de aprendizaje de Tiza y Charla es que la
memorizacion es la forma mas baja de aprendizaje. Aunque la memorizacién
es la forma de aprendizaje adecuada para las tablas de sumar, restar y
multiplicar, el aprendizaje memoristico no deberia ser la practica pedagodgica
principal en nuestras escuelas. De hecho, la memorizacion puede llegar a
crear barreras en la mente que impidan explorar y pensar de forma critica y

avanzar hacia formas de aprendizaje mas elevadas.

1.2.2 Comprensién de las ecuaciones, del signo igual y de las

notaciones.

En relaciéon con el segundo antecedente, “las dificultades que tienen los
alumnos en el uso de las variables en el contexto de la resolucion de las
ecuaciones provienen de las interpretaciones que hacen de la igualdad”
(Godino y Font, 2003, p. 815).

Por otro lado, el signo igual “es la representacion de un concepto o idea
matematica. Sin embargo, dicho significado no es univoco, estando ligado al
contexto en el que se considere” (Molina y Castro, 2006, p. 3). De hecho,
existen multiples significados para el signo igual, en este caso, nos
centraremos en la expresion de una equivalencia condicional, ya que, “este

significado lo encontramos en el contexto del algebra, en situaciones en las
14



que el signo igual expresa una equivalencia solo cierta para algun valor o
algunos valores de la(s) variable(s), pudiendo no existir ninguno.” (Molina y
Castro, 2006, p. 3)

Ademas, Molina et al. (2006) citado en Parodi et al. (2017), menciona que, “el
significado de expresidon de una equivalencia es el Unico que hace referencia
a una relaciéon que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva” (p.
54), mientras que, en otros significados de la igualdad no se cumplen algunas

de estas propiedades.

Segun Godino y Font (2003), “diversos estudios muestran que las
interpretaciones que hacen los nifios del signo =y de las ecuaciones pueden
diferir de las que pretendemos en la ensefianza” (p. 815). Por ejemplo, los
estudiantes piensan que el uso principal del signo igual es para poder separar
el problema de la respuesta, es decir, laigualdad 3 + 4 = 7, se interpreta como
“3 mas 4 es igual a 77 y no como una relacion de equivalencia entre las

expresiones “3 + 4"y “7”.

Se sabe que el valor proposicional en una ecuacién puede ser verdadero o
falso, segun el valor asignado a la incégnita, ademas, este valor puede no ser
unico, sino multiples. “Esto ayudara a los alumnos a superar su idea de que
el signo = es una indicacién de realizar un calculo” (Godino y Font, 2003, p.
816).

Por otro lado, el uso de notaciones en aritmética y algebra es comuan, pero
pueden ser ambiguas, “lo que puede explicar las dificultades en el
aprendizaje” (Godino y Font, 2003, p. 816). Se utilizan expresiones similares
en aritmética y algebra, pero que tienen significados muy distintos, por
ejemplo, 34 y 3x. El 3 de 34 nos indica el lugar de las decenas, por ende,
representa 30 unidades. No obstante, 3x significa que el 3 multiplica a la x.
En este dltimo caso, se omite el signo de multiplicar, dado que, tiende a
confundirse con la letra equis. También, Godino y Font (2003), mencionan que
se pueden complicar mas las interpretaciones cuando se escribe 34x, ya que,

15



ahora se debe considerar que 34 multiplica a la x, ademas de considerar que
el 3 representa las decenas y el 4 las unidades. En el contexto algebraico
escribimos ab para indicar el producto a - b, pero en aritmética 3 - 5 # 35. De
igual modo, ab = ba, pero 35 # 53; 440,75 =4,75, pero 2x+y # 2xy
(Godino y Font, 2003, p. 816).

1.2.3 Enseflanza tradicional.

Ahora bien, el desinterés en matematica también puede ser causado por el
enfoque tradicional de ensefianza. Entendemos este enfoque como una clase
expositiva, en la que el profesor es el proveedor del conocimiento y se deja
de lado la construccion conjunta del saber. En este tipo de ensefanza
predominan los modelos epistemoldgicos euclidianos cuya caracteristica
principal es que “pretenden trivializar el conocimiento matematico” (Gascon,
2001, p. 5). Este modelo da origen a otro tipo de modelo docente llamado
modelo tecnicista, que ‘“identifica implicitamente “ensenar y aprender
matematicas” con “ensenar y aprender técnicas” (algoritmicas)” (Gascon,
2001, p. 7), haciendo hincapié en procedimientos simples, olvidando lo que
categorizamos como un problema, “que son aquellos cuya dificultad principal
consiste en escoger las técnicas adecuadas para construir una “estrategia de

”n»

resolucion™. En este sentido, puede decirse que el tecnicismo comparte con
el teoricismo [modelo relacionado con ensefiar técnicas acabadas] la
trivializacion de la actividad de resolucion de problemas” (Gascon, 2001, p. 7).
Segun Gascon (2001), existen concepciones ligadas a modelos
epistemoldgicos cuasi-empiricos y también euclidianos, que prolongan
metodologias basadas exclusivamente en el uso del Texto del estudiante, o
bien, el uso de pautas aplicadas en aflos anteriores, por lo que no son

considerados los nuevos paradigmas educativos en los y las estudiantes.

Por otro lado, Posadas (2013) realiza un estudio que involucra el método
tradicional de ensefianza de la ecuacion cuadratica, en el que concluye que

las clases estudiadas realzan las destrezas de célculo, pero no se hace
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éenfasis en las distintas conexiones que existen. En consecuencia, la
ensefanza tradicional no favorecera la comprension del concepto de ecuacion

cuadratica.

1.2.4 Escasez de materiales de apoyo.

De la propia ensefianza tradicional (descrita en 1.2.3), en la que es comun
gue el profesor sea quien exponga los contenidos y los y las estudiantes se
dediquen exclusivamente a escribir y memorizar, es que se considera
también, la falta de materiales de apoyo por parte de los docentes y también,
de los establecimientos educativos, para poder enriquecer el conocimiento y

aprendizaje de cada estudiante. Segun Flores et al. (2011):

Todavia son escasos o insuficientes los materiales y recursos didacticos para
matematicas que existen en los centros de ensefianza. Y aun mas rara es su
utilizacion en clase. Ultimamente se estan supliendo por los medios
tecnologicos y la incorporaciéon de los ordenadores. Sin embargo, es
importante dar un lugar en el aula al uso de materiales y recursos
manipulativos ya que son una ayuda importante para el aprendizaje de los

alumnos. (p. 65)

Si bien la cita anterior no alude especificamente a la ecuacion cuadratica (mas
bien generaliza a la matemética en su totalidad), es imperante recalcar que en
este contenido es completamente posible utilizar herramientas tecnolégicas,
recursos didacticos o manipulativos que contribuyan al aprendizaje de los y
las estudiantes.

Ahora bien, cuando hablamos de la carencia de materiales de apoyo e
involucramos el uso de los medios tecnolégicos, La organizacion UNICEF
(2016, p. 156) senala en “La naturaleza del aprendizaje: Usando la
investigacion para inspirar la practica” que es necesario marcar una diferencia
entre el uso de tecnologia que fomenta su propia utilizacion para tener
estudiantes aptos en esa area, con el empleo de la tecnologia como un

recurso que aporte al aprendizaje de los y las estudiantes y sea utilizada como
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una herramienta, pues el uso de la tecnologia necesita ajustarse para suplir
las exigencias de los y las estudiantes y, por supuesto, también de los y las

docentes.

En este sentido, y atendiendo a las necesidades de la escuela actual, los
docentes vienen llevando a cabo unas précticas diferenciadoras en el aula,
con las cuales se busca una mejor comprension del mundo por parte de los
estudiantes a partir de una interpretacion desde las asignaturas, en este caso
especifico desde las mateméticas. Esto se realiza con el fin de aportar
herramientas a los estudiantes, para que asi logren ser competentes dentro
del mundo actual y asi mismo puedan hacer uso de las herramientas

tecnolégicas que ya poseen. (Ortiz y Romero, 2015, p. 10)

Segun Ortiz y Romero (2015), la implementacién de la tecnologia se convierte
en una necesidad en los centros educativos y tiene como proposito
fundamental encontrar nuevas estrategias que permitan una mejor
comprension de los objetos matematicos, por ejemplo, la visualizacion de
objetos mateméaticos en tres dimensiones, que causan problemas al

realizarlos con lapiz y papel.
1.2.5 Bajo rendimiento en Matematica.

Si tenemos en cuenta la memorizacién de la formula general, sumado al
desinterés que puede generar este tipo de practicas, ademas de la ensefianza
tradicional y la escasez de materiales y herramientas tecnoldgicas, es muy
probable que esto ocasione un bajo rendimiento en matematica. A

continuacion, se presentan algunos estudios que avalan esta afirmacion:

En Chile, en el afio 2021, se realiz6 a nivel nacional el Diagnostico Integral de
Aprendizajes (DIA), este proceso “evalua los aprendizajes del curriculum
priorizado obtenidos por los estudiantes durante el afio escolar anterior (2020)
en el contexto de la pandemia” (Agencia de Calidad de la Educacion, 2021, p.
2). A través de este diagndstico se elaboraron mas de setenta y tres mil

informes con datos de 1.866.503 estudiantes, de los cuales 113.986
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correspondia a los resultados obtenidos en 111° medio (1I° medio del afio 2020),
gue solo alcanzaron un 33% de logro en cuanto a los objetivos priorizados
(que contempla todos los correspondientes a segundo medio), lo que muestra
evidencia concreta sobre el bajo rendimiento en matemética en estudiantes

de educacion media:

Agencia de
Calidad de la
Educacian

Resultados del diagndstico en Matemadtica

Los resultados de aprendizaje en Matemdtica también son bajos, con énfasis a partir de 6° bésico.
Los resultados porcentualmente mas bajos al compararlos con Lectura.

100%
90%
80

70

%
73%

%

%

% 4T%

I 42%
40% 39% 38%
3%
30% 7%
2 I
10%
0%

5° Basico 6° Basico 7° Basico 8° Basico I* Medio 1I* Medio 111* Medio

% de logro esperado
[=2]
2

=]

Figura 1. Resultados del diagndstico en Matemaética.
Fuente: Agencia de Calidad de la Educacion (2021, p. 24)

En la figura 1 es posible observar que existe una disminucion en los logros
obtenidos por los estudiantes desde quinto basico hasta tercero medio, lo que
entrega indicios sobre el nivel alcanzado por estudiantes de segundo medio

en lo que respecta a ecuacion cuadratica.

Por otra parte, la comprension de la ecuacion cuadratica es otra dimension
para analizar. Bastidas (2010, p. 66), indica que un 56% de los estudiantes
presenta dificultades para traducir ecuaciones de segundo grado desde un
lenguaje natural a un lenguaje algebraico. De lo anterior, es posible observar
gue lo expuesto por Bastidas sigue ocurriendo en el aula, lo que influye

directamente en el bajo rendimiento de los y las estudiantes.
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1.2.6 Analisis Curricular

La ecuacion cuadratica y sus resoluciones se presentan en la unidad 2 del
Programa de Estudio de segundo medio, llamada “Funciones cuadraticas,
ecuaciones cuadraticas y la inversa de una funcioén”, tiene por propoésito que
“los alumnos descubran el cambio cuadratico, en comparacion con el cambio
lineal, y desarrollen la funcion inversa a una funcién, en el caso de funciones

lineales y funciones cuadraticas” (Ministerio de Educacion, 2022).

Para lograr este objetivo de aprendizaje es necesario que los y las estudiantes
conozcan previamente la funcién lineal y afin, la representacion grafica de una

funcién y la ecuacion de primer grado.

El Ministerio de Educacién (2016, p. 96) en el Programa de Estudio busca
promover el desarrollo de las habilidades de modelar y resolver problemas,

las cuales se detallaran a continuacion:

e Ultilizar estrategias avanzadas (OA a)

e Comprobar resultados propios y evaluar procesos (OA b)

e Identificar ideas propias y respuestas en lenguaje matematico (OA c)

e Ultilizar un lenguaje funcional para resolver problemas y representar
fendmenos cotidianos y cientificos (OA h)

e Ajustar modelos acercandonos a la realidad (OA j)

e Identificar si un cambio es cuadratico o porcentual constante, y

seleccionar el modelo adecuado (OA i)

Asi también, se espera que los y las estudiantes, a lo largo de toda esta unidad
sean capaces de trabajar colaborativamente, aborden problemas de la vida
cotidiana de manera flexible y creativa, para ello, el Ministerio de Educacion
(2016, p. 95) propone el desarrollo de las siguientes actitudes:

e Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas (OA A)
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e Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los
otros, considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando
disposicion a entender sus argumentos en las soluciones de los
problemas (OA D)

Las Bases Curriculares establecen Objetivos de Aprendizaje Transversales
como aquellos que “establecen metas de caracter comprensivo y general para
la educacién escolar, referidas al desarrollo personal, intelectual, moral y
social de las y los estudiantes” (Ministerio de Educacion, 2015, p. 25), por
tanto, estos objetivos se desarrollan a lo largo de toda la instancia escolar,
esto contempla clases, recreos, celebraciones de fiestas, entre otros y estan
estrechamente relacionados con los Objetivos de Aprendizaje (OA). En la
educacion media son promovidos mediante los contenidos, actitudes,
habilidades, valores y comportamientos que deberian desarrollar los y las

estudiantes y son incluidos en el curriculum para su trabajo en conjunto.

Para el desarrollo de los Objetivos de Aprendizaje el Programa de Estudio
propone Orientaciones Didacticas cuya finalidad es apoyar a los profesores y

las profesoras en el quehacer docente.

La busqueda de nuevos conocimientos, asi como del desarrollo de
habilidades y de una comprensién mas profunda de la matemaética, ha llevado
a los y las docentes a proponer variados lineamientos didacticos y numerosas

metodologias de ensefianza. (Ministerio de Educacion, 2016, p. 44)
Estas abordan los siguientes puntos:

e Aprender haciendo

Centrar el aprendizaje en él o la estudiante

Experiencias previas

e Conexiones

Recurrir frecuentemente a representaciones, analogias y metaforas

Progresion de complejidad

Comunicacion y aprendizaje cooperativo
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e El uso de tecnologias de informacién y comunicacion (TIC)
e Repasar y ejercitar

e La retroalimentacion

Nuestra investigacibn se ocupard del siguiente Objetivo de Aprendizaje

propuesto por el Ministerio de Educacion (2016, p. 96):

OA 4: Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando

herramientas tecnoldgicas, ecuaciones cuadréticas de la forma:

o ax’=b»b
e (ax+b)*=c
o ax’+bx=0

e ax’+bx=c
(a, b, c son nimeros racionales, a # 0)

Durante el desarrollo de este Objetivo de Aprendizaje se abordaran los
siguientes contenidos: ecuacién cuadratica, discriminante y resolucion
(utilizando los métodos de factorizacion, completacion de cuadrado y

utilizando la férmula general).

El Programa de Estudio (2016, p. 96) organiza los contenidos expuestos
anteriormente de tal forma que presentan la ecuacion cuadratica, luego los
métodos de resolucion como factorizacion, completacion de cuadrado y
férmula general y finalmente utilizan discriminante para determinar la cantidad
de soluciones en los numeros reales que tiene la ecuacion cuadratica. A
continuacion, se presenta un esquema en el cual se ordend todos estos

contenidos:
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Factorizacién

| (ax+ b2 =c¢
Métedos de
Resolucion | Completacion Discriminante
Ecuacion de Cuadrado indica la
P u cantidad de
Cuadratica soluciones

General

Se clasifican

Figura 2. Mapa conceptual sobre la organizacion de los contenidos.
Fuente: Elaboracion propia.

Para finalizar este analisis curricular se comentara sobre las actividades que
propone, estas son 10 de las cuales 6 buscan desarrollar la habilidad de
resolver problemas, 2 modelar y 2 promueven ambas habilidades. Respecto
a la pregunta ¢las actividades son problemas o ejercicios? Se considera
ejercicio a aquella actividad en las cuales sus resultados son inmediatos, no
requiere mucho esfuerzo por parte de los y las estudiantes, “En los ejercicios
se puede decidir con rapidez si se saben resolver o no; se trata de aplicar un
algoritmo, que pueden conocer o ignorar” (Peréz y Beltran, 2011, p. 78), por
otra parte, un problema se considera un proceso en el cual la solucién no es
inmediata, se debe analizar y reflexionar para lograrla, en relacién con ello se

menciona;

Un "problema" seria una cuestion a la que no es posible contestar por
aplicacion directa de ningun resultado conocido con anterioridad, sino que
para resolverla es preciso poner en juego conocimientos diversos,
matematicos o no, y buscar relaciones nuevas entre ellos (Pérez y Beltran,
2011, p. 78)

Se concluyé que el Programa de Estudio posee diferentes tipos de
actividades, entre ellas, cinco se consideran actividades de ejercicios,
mientras que, existen otras cinco que se consideran problemas, entendiendo

un problema como:
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Toda situacion en la que hay un planteamiento inicial y una exigencia que
obliga a transformarla. Se afiade como condicién que la via de pasar de la
situacion o planteamiento inicial a la nueva situacion exigida tiene que ser
desconocida y la persona debe querer realizar la transformacion.

(Campistrous y Rizo, 1997, p. 9)

Dicho esto, un problema se considera una situacion en la que no se puede
responder de manera directa, Sino que para encontrar una respuesta es
necesario poner en juego conocimientos previos, en este caso matematicos y

buscar nuevas relaciones entre ellos.

A continuacion, se presentard un ejemplo de un ejercicio planteado en el

programa ministerial de segundo medio:

5. Resuelven las siguientes ecuaciones cuadraticas. Si es posible, no aplican la Resolver
formula: problemas
Utilizacion de estrategias
® 5x* = 60x d

avanzadas. (0A a)

® 4x*-12x+9=0

* 2x*+12x+10=0

* +6x+9=1

(x +25)% = 111x - 275
(x-4)-(x+15)=0

Figura 3. Actividad sugerida 5.
Fuente: Programa de Estudio Segundo medio (2016, p. 107)

En la figura 3 es posible determinar que la actividad 5 sugerida por el
programa ministerial corresponde a la resolucion de las ecuaciones
cuadraticas planteadas, por tanto, correspondera a una actividad que se basa

solo en ejercicios.

En la siguiente figura se mostrara una actividad categorizada como problema,

pues su respuesta no es directa. La actividad corresponde a:
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Actividades

1. Si se prolonga un lado de un cuadrado en 2 cm y se acorta el otro lado en 2 Resolver
cm, se obtiene un rectangulo con un area de 45 cm?®. ;Cudnto mide el lado problemas
del cuadrado inicial? Utilizar estrategias

X . avanzadas. (0A a)
* Confeccionan un bosquejo que represente el problema.

® Elaboran la ecuacién cuadratica con la cual se puede determinar la resolucion.

Resolver
® Resuelven la ecuacion; eligen la resolucién que corresponde. problemas
* Realizan la prueba de la resolucion. Comprobar resultados

propios y evaluar procesos.
(0A b)

Figura 4. Actividad sugerida 1.
Fuente: Programa de Estudio Segundo medio (2016, p. 105)

La figura 4 se categoriza como problema, ya que, la solucion no es inmediata,
primero los y las estudiantes deberan plantear un bosquejo sobre el cuadrado
con las medidas de sus nuevos lados y ademas relacionarlo con el area de un
cuadrado elaborando asi la ecuacién cuadratica correspondiente, por tanto,
tendrian que disponer de conocimientos previos tales como areas de
cuadrilateros y multiplicacién de binomios para luego resolver dicha ecuacion

y comprobar sus resultados.

1.2.7 Analisis Textos Escolares.

En esta seccion se analizaran los Textos del Estudiante de Matematica de 2°
Medio de los aflos 2017 y 2021, por una parte, el escrito del afio 2017 fue
escrito por Ana Chacon, Guillermo Garcia, Pedro Rupin, Javiera Setz y Marcia
Ramirez, Editorial SM, en él la ecuacion cuadratica se aborda en la
“Unidad 2: Algebra y Funciones”, especificamente en la leccién 4, lo trata
desde la pagina 94 a la 121. Por otra parte, el Texto del Estudiante de
Matematica de 2° Medio del afio 2021 fue escrito por Eduardo Diaz, Natalia
Ortiz, Katherine Morales, Manuel Rebolledo, Robbie Barrera y Patricio
Norambuena, Editorial SM, en este escrito la ecuacién cuadratica se presenta
en la “Unidad 2: Funciones cuadraticas, ecuaciones cuadraticas y la inversa

de una funcién”, trata dicho contenido desde la pagina 51 hasta la pagina 62.
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Se comenzara analizando el Texto del Estudiante de Matematica del afio 2017
el cual comienza introduciendo el contenido recordando ecuaciones lineales,
producto notables y factorizacion, para ello realizan seis items de ejercitacion,
luego comienza la siguiente seccion: “Tema 1: ;Cuando se dice que una
ecuacion es cuadratica?”, se realiza una actividad de modelacion en la cual
se presenta un problema y deben identificar variables, cabe destacar que en
este problema se les entrega una ecuacion cuadréatica. Posteriormente se
formaliza el contenido presentando la siguiente definicion de ecuacion

cuadratica:

Se dice que una ecuacion es cuadratica, o de segundo grado con una incagnita,
cuando después de reducir sus términos semejantes se puede ordenar como:

ax®+ bx + c = 0. Los coeficientes a, by ¢ corresponden a nimeros reales y a debe ser
distinto de cero [a = D).

Asi, por ejemplo, las expresiones de la forma ax*=b, [ax+b)*=c, ax*+ bx =10,

y ax®+bx = C son ecuaciones cuadraticas.

Una ecuacion cuadratica puede tener a lo mas dos soluciones en los ndmeros
reales.

Figura 5. Explicacién Ecuacion Cuadratica.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2017, p. 97)

Luego de presentar la definicion el escrito presenta seis items de actividades
en las cuales los y las escolares deben identificar la ecuacion cuadratica y sus
coeficientes. Posteriormente comienza el “Tema 2: ;En qué consiste la
resolucién por factorizacién?”, al igual que en la leccién anterior se comienza
con una actividad introductoria en la que se presenta un problema y los y las
estudiantes deben analizar la ecuacién cuadratica y factorizarla, pero a
diferencia de la seccidn anterior aca se trabajan con cuatro items de
actividades antes de formalizar el contenido, luego de esto, se realizan tres
items mas de actividades de practica. El método de resolucién de ecuaciones

cuadréticas se presenta de la siguiente manera:
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» Cuando en una ecuacion cuadratica ax’ + bx + ¢ = 0 la expresion algebraica
ax®+ bx + ¢ se puede factorizar en dos expresiones lineales, la ecuacion se pue-
de resolver al separarlas en las dos ecuaciones lineales asociadas.

Esto puede realizarse en los numeros reales ya que se cumple:

ab=0 & a=0vb=0

» En particular, cuando en la ecuacién a = 1, una estrategia posible es buscar dos
numeras x, ¥ ¥, tales que su producto sea igual a ¢ y su suma sea igual a b, de
forma que su factorizacion es:

x*+bx+c=lx-xJlx-x)=0

En este caso, se tiene que x, y x, son soluciones de la ecuacion.

» Cuando a = 1, se puede intentar usar la estrategia anterior, dividiendo toda la
ecuacion por a para luego factorizarla, aunque esta idea no siempre logra sim-
plificar la resclucion de la ecuacién, porgue puede suceder gue con los coefi-
cientes obtenidos la expresion no sea simple de factorizar.

Figura 6. Explicacion del Método de Factorizacion.
Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2017, p. 103)

Se da inicio a la siguiente seccién “Tema 3: ;Cual es el algoritmo para
completar cuadrado?”, se comienzan presentando dos actividades de
modelacién, en una de ellas se realiza el algoritmo de la completacion de
cuadrado y se les solicita a los y las estudiantes determinar las soluciones,
posteriormente se formaliza el contenido y se realizan cuatro items de
actividades de préactica. El método de resolucion de completacion de cuadrado

se presenta de la siguiente manera:

27



El algoritmo de completacion de cuadrados consiste en transformar una ecuacion

cuadratica, ya sea que esté escrita en la forma general ax*+bx+c =00 no, en una

ecuacidn de la forma [x - m)® = n, siguiendo estos pasos:

19 Cuando la ecuacion esta en su forma general, si a = 1 se divide por a, y se resta
el términe independiente a ambos lados de la ecuacion, de modo que quede de la
forma: x*+ gx = —g.

2% 5Se calcula el término que permite completar el cuadrado: (
ambos lados de la igualdad.

b
Za

2
) y Se sumaa
3% En el lado izquierdo, se factoriza como un cuadrado de binomio y en el derecho,
se calcula la suma para dejar solo un ndmero racional. 5i este resultado es ne-
gativo, la ecuacion cuadratica no tiene solucion en los ndmeros reales.

49 Se separa en dos ecuaciones. Como en el lado izquierdo hay una expresion alge-
braica que esta al cuadrado, al escribir las ecuaciones lineales deba considerar-
se los dos signos. Es decir, se escribe una ecuacién con el signo positive [para el
lado derecho] y otra con el signo negativo.

5% Luego, se resuelven las ecuaciones lineales resultantes y se expresa cada solu-
cion por separado.

Figura 7. Explicacion del Método de Completacion de Cuadrados.
Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2017, p. 107)

Por ultimo, se presenta la siguiente seccion: “Tema 4: ;Como se aplica la
férmula general”, se presentan tres actividades introductorias, en una de ellas
se presenta la formula general y se espera que los y las estudiantes la
interpreten, indiquen los valores de los coeficientes, sustituyan en la formula
y encuentren las soluciones, luego se formaliza este método y se presenta
junto a la definiciéon de discriminante, se realizan cinco items de actividades
de préactica? El método resolucion utilizando la formula general y discriminante

se presenta de la siguiente manera:
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Al considerar la ecuacion cuadratica ax®*+ bx + c = 0, con a = 0; se pueden obtener
sus soluciones, x, ¥ X,, directamente mediante las siguientes farmulas generales:
_-b-Vb? - 4ac _-b+Vb? - 4ac

N 2a y %= 2a

Ademas, con la férmula general se puede determinar la cantidad de soluciones
reales de una ecuacion cuadratica, sin necesidad de calcularlas rigurosamente, es
decir, sin aplicar algdn tipo de resolucion.

Esto es posible calculando el valor del discriminante de una ecuacion cuadratica,
gue se simboliza con la letra griega delta [A]. Este valor, que se obtiene de la expre-
sion A = b? - 4ac, cumple las siguientes caracteristicas:

X, }{_._

1% SiA=b?-d4ac = 0, la ecuacion tiene dos soluciones en los ndmeros reales.
29 SiA=b’-4ac =0, la ecuacion tiene una solucion en los ndmeros reales.

39 SiA=b"-4ac < 0, la ecuacion no tiene solucion en los ndumeros reales.

Figura 8. Explicacion de Formula General y Discriminante.

Fuente: Texto del estudiante, Mateméatica 2° medio (2017, p. 113)

Finalmente, este texto presenta una seccion de evaluacién en la que se
presentan dieciséis items de actividades relacionadas en su mayoria a
ejercicios, pues los y las estudiantes no necesitan realizar un analisis muy

extenso para llegar a su resultado, a continuacién, se presenta uno de ellos:

n Resuelve las siguientes ecuaciones mediante la formula general.
a. x'-5x-14=0
b. -x*-1x-30=0
€. 2x'-x-3=0
d. x*+12x+31=0
e, —2x7+ 12x-29=10
f. 3x*"-10x+8=0

Figura 9. Actividad sugerida 8.
Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2017, p. 120)

Comenzando con el analisis del Texto del Estudiante de Matematica del afo

2021 el cudl trata la ecuacidon cuadratica en la lecciéon 5, inicia con una
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actividad de modelacion, posteriormente presenta la definicion de ecuacion
cuadratica, en ella especifica los distintos tipos de raices como se puede

observar en la Figura 10:

Una ecuacién de segundo grado o ecuacion cuadratica tiene la forma:
ax’+bx+c=0,cona,b,ceRya#0

Donde a, b y ¢ son llamados coeficientes de la ecuacion. Las ecuaciones de sequndo grado
tienen dos raices o soluciones, las cuales denotaremos como x, y x,, y se dividen en:

Raices reales distintas Raices reales iguales | No pertenece a los reales
X, Xy g [k

X 0, Ryx #Fx, x, e Ryx =x

1 F

Por ejemplo, la ecuacion 3x2 + 2x = 0 es incompleta y tiene coeficientesa=3,b=2yc =0,
mientras que 2x2 + x — 3 = 0 es completa con coeficientesa=2, b=1yc=-3.

Figura 10. Explicacion Ecuacion Cuadrética.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2021, p. 51)

Luego de presentar esta definicion se realizan seis items de ejercitacion en la
cual se espera que los y las estudiantes identifiquen los coeficientes de la
ecuacion cuadratica y analicen las soluciones de algunas ecuaciones. Se
contintia al siguiente tema relacionado al método de resolucién de ecuacion
cuadrética por factorizacion, en el se comienzan con dos items de ejercicios
relacionados a la habilidad de modelar y luego se presenta el método de

resoluciéon de ecuaciones cuadraticas utilizando la factorizacion:

Un método para resolver ecuaciones de segundo grado con una incognita es la
factorizacion. Este método consiste en factorizar e igualar a cero cada uno de sus
factores. De este modo, se despeja la incognita en cada uno de ellos.

Ejemplo: x> +4x - 21=0

ﬁ/_-—[x+?][x—3] =C|—-—-\

X"'?=C‘—>K._=—? 0 x—i‘-:(}—wz:}

Figura 11. Explicacion del Método de Factorizacion.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2021, p. 54)
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Se continda con cuatro items de ejercicios en los cuales se espera que los y
las escolares factoricen ecuaciones cuadraticas con cierto producto notable
(sale detallado en el enunciado de cada item), cabe destacar que cada uno
de ellos propone el enunciado, un ejemplo de lo que se espera que realicen

los y las estudiantes y una cantidad de ejercicios.

Comenzando la seccion de resolucion de ecuaciones cuadraticas utilizando la
completacion de cuadrados se realizan tres items de actividades en las cuales
uno de ellos resuelve una ecuacion cuadratica utilizando este método y se
detalla el paso a paso, se propone que los y las estudiantes realicen un
analisis guiado por preguntas sobre estos pasos. Se propone la explicacion

de este método de la siguiente manera:

Un método para resolver ecuaciones de segundo grado es utilizar la completacion de
cuadrados. Para ello, sigue estos pasos:

Paso1: Despejar el término libre Sx*-3x-2=0—5x%-3x=2
de la ecuacion.

Paso 2: Despeja el término 5x?-3x=2 [
cuadratico del
coeficiente a.

L] et

2

Paso 3: Completar el cuadrado x2 - gx = E /Se suma —— para formar {x _3 ;I )
de hinomio sumando 2 8 2 9 100 10
a ambos lados el xP-Zx+ 100 =5 * 100 {Factorizando:
cuadrado de la mitad ) L
del coeficiente de x para (x - 3 ] =49
. \ 10/ 100
luego factorizarlo.
Paso 4: Encontrar las soluciones l*x _3 ]2 B { 7 }: -0
de la ecuacion mediante 10/ 10
la factorizacién / 3 (7 /( 3 (7 A
2-pr=asbia-b),  ((*~10)-(36)) ((x-16) +(35)) =0
considerando el cuadrado 3 _7 ¢ 3,7 _¢
de binomio comounode  *T 10 10 - ° *T10710°
los términos. _3_7 _3__7
10T ° *T10" 10
=1 o X,=—£
“ J

Figura 12. Explicacion del Método de Completacion de Cuadrados.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2021, p. 57)
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Se proponen tres items de ejercitacion y se concluye el método. Se continta
con el método de resolucion utilizando la formula general aca se presentan
dos actividades, en una se presenta una demostracion de la férmula en
cuestion y se les solicita a los y las estudiantes que analicen los pasos,
mientras que en la segunda se presenta un ejemplo de la resolucién utilizando
este método y se muestra el paso a paso y se les solicita a los alumnos y las
alumnas que realicen el mismo procedimiento con diez ecuaciones. Luego de
estas actividades se formaliza este método y se concluye con tres items de
ejercitacion. A continuacion, se presenta la formula general para resolver

ecuaciones cuadraticas:

En toda ecuacién cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 con a # 0, es posible obtener sus
soluciones mediante la férmula general:

_-b+Vb?-4dac _-b+Vb? -4ac _-b-Vb? - dar
X=—"23 T AT 2z ¥ % 7/

Figura 13. Explicacion de la Férmula General.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2021, p. 59)

Finalmente, se presenta la férmula para encontrar el discriminante y su
utilidad, luego de esto se realizan tres items de actividad, en los cuales uno
de ellos presenta el enunciado junto con un ejemplo de lo que se espera que
realicen. A continuacién, se presenta la explicacion de discriminante que

muestra el texto:

El discriminante (A) de una ecuacion cuadratica de formula general ax2 + bx +c =0 es:
M=b?-dac

Mediante el valor del discriminante de una ecuacion cuadratica, es posible determinar
la existencia de las soluciones. Se pueden dar tres casos:

A0 M=0 FANE Y
La ecuacion tiene dos La ecuacion tiene dos La ecuacion no tiene
soluciones reales distintas.  soluciones reales iguales. solucion en los reales.
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Figura 14. Explicacion del Discriminante.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2021, p. 60)

Se finaliza la leccion 5 relacionada a ecuacién cuadratica con un taller

utilizando material concreto.

Sobre las actividades que presenta el texto del afio 2021 se puede concluir
gue en su mayoria se trata de ejercicios, pues los y las estudiantes no
necesitan realizar un analisis sobre lo que deben realizar, dado que, la
mayoria de los ejercicios van ejemplificados con un paso a paso. A
continuacion, se presenta un ejemplo de una actividad propuesta por este

escrito:

3. Resuelve las ecuaciones de segundo grado factorizando con el producto notable pedido.
Guiate por los ejemplos:

a. Mediante término comuan:
Ejemplo: 3x<-9x =0
Paso 1: Se identifica el término comdn. En este caso es 3x.

Paso Z2: Se reescribe la ecuacion utilizando el factor: 3x-(x - 3) =0

Paso 3: Seresuelve: 3x =0 — x, = 0 (s} x=3=0— x, = 3
. x2-7x=0 . 18x2+15x=0
. 6x2+6x=0 IV. 5x2+23x =0

Figura 15. Actividad 3.

Fuente: Texto del estudiante, Matematica 2° medio (2021, p. 54)

Para concluir este analisis de los Textos del Estudiante de Matematica de 2°
medio de los aflos 2017 y 2021 se puede decir que a modo general presentan
el contenido en cuestion de manera similar, la Unica diferencia que se logré
apreciar es en relacion con el discriminante, pues en el texto del afio 2017 se
presenta junto a la explicacion de la férmula general, mientras que en el texto

del afio 2021 se presentan en secciones separadas.
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1.3 Objetivos.

Objetivo general:

- Caracterizar las acciones que realizan estudiantes de segundo medio
en la busqueda de estrategias para la resolucion de ecuaciones

cuadraticas.

Objetivos especificos:

- Disefar e implementar una propuesta de ensefianza aprendizaje que
permita a los estudiantes utilizar cuatro métodos de resolucion
diferentes.

= Analizar los resultados entregados por los estudiantes respecto a la
aplicacion del método de Po-Shen Loh.

= Analizar los distintos tipos de estrategias utilizadas por los estudiantes
luego de observar cuatro métodos de resolucion distintos.

- Evaluar la propuesta de ensefianza aprendizaje respecto a los

resultados entregados por los estudiantes.
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CAPITULO Il

OBJETO O CONTENIDO MATEMATICO

En este segundo capitulo de nuestro Seminario de Titulo, se presentaran,
inicialmente, elementos de la epistemologia del objeto matematico (incluida la
historia de este). Por otro lado, se detallan una serie de definiciones
relacionadas al objeto matematico y, por supuesto, otras, relacionadas en
particular, con cada método de resolucién de las ecuaciones cuadréticas.
Ademas, se precisa cada uno de dichos métodos y los conceptos relacionados

a ellos.
2.1 Elementos de la epistemologia del objeto matematico.

El objeto matemético que abordaremos en este trabajo es la ecuacion
cuadratica, para ello se comenzara haciendo un andlisis epistemolégico con
la finalidad de comprender cémo se consolid6 y poder relacionar dicho objeto

con la secuencia didactica que se abordard mas adelante.

El matematico Neugebauer, en el afio 1930, descubrié que las ecuaciones
cuadréticas fueron vistas por primera vez en la cultura babilonica (1.800 a
1.600 a.C.), Boyer (1986) en su libro titulado “La Historia de la Matematica”

presenta un problema

En el que se pide hallar el lado de un cuadrado si su area menos el lado es
igual a 14,30 [el autor se refiere a 14,30 en sistema sexagesimal vy, al
transformarlo a sistema decimal, se tiene: 14 x 601 + 30 x 60° = 840 + 30 =
870]; la solucidn a este problema es equivalente a la resolucién de la ecuacion

x? — x = 870 y viene explicada por el escriba de la forma siguiente:

Toma la mitad de 1 [el nUmero 1 en el sistema sexagesimal es igual al 1 del
sistema decimal y se expresa de la siguiente manera: 1 x 60° = 1], que es
0;30 [Al expresar 0;30 en sistema decimal se tiene 0 x 60° + 30 x 60~! =

0,5], y multiplica 0;30 por 0;30 [se realiza el producto entre 0,5 x 0,5], que es
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0;15 [Al expresar 0;15 en sistema decimal se tiene 0 x 60° + 15 x 60~1 =
0,25]; suma este numero a 14,30 [sumando se tiene 870 + 0,25], lo que da
14,30;15 [el resultado es 870,25]. Este es el cuadrado de 29;30 [Al expresar
29:30 en sistema decimal se tiene 29 x 60° + 30 x 60! =29 + 0,5 = 29,5];
ahora suma 0;30 a 29;30 [Al sumar 29;30 con 0;30 en sistema decimal se
tiene 29,5 + 0,5], cuyo resultado es 30, que es el lado del cuadrado. (p. 56)

Al expresar con sistema decimal lo que el escriba decia, se tiene lo siguiente

<Toma la mitad de 1, que es 0,5, y multiplica 0,5 por 0,5, que es 0,25; suma
este numero a 870, lo que da 870,25. Este es el cuadrado de 29,5; ahora suma

0,5 a 29,5, cuyo resultado es 30, que es el lado del cuadrado>>

Neugebauer encuentra este problema en uno de los textos escritos por los

babilonios, sobre su solucion, menciona que se obtiene aplicando la férmula

2
X = /(g) +q+ g, de la cual resulta lo que actualmente se conoce como una

raiz o solucion de la ecuacion x? — px = q. Boyer (1986), también comenta
sobre textos en los que los babilonios reducian ecuaciones cuadraticas a la

forma candnica x? + px = q.

Boyer (1986), menciona que, en la época antigua, medieval y a comienzos de
la edad moderna no eran consideradas las ecuaciones cuadraticas de la forma
x? + px + g = 0 donde p y q fueran nimeros positivos, ya que, en estos casos
la ecuacion no tiene raices o soluciones positivas (dado que los negativos no
eran aceptados como numeros en ese momento), por ello clasificaron las
ecuaciones cuadraticas en su forma candnica de la siguiente manera: x2 +
px = q; x? = px + q; x*> + q¢ = px. La solucién de las ecuaciones cuadraticas
de la forma x? + px + ¢ = 0 donde p y g fueran nimeros positivos fueron

resueltas a mediados de la edad moderna.

Continuando la evolucion histérica del concepto, Yuste (2008), menciona que
Diofanto de Alejandria introdujo por primera vez un algoritmo para resolver
ecuaciones cuadraticas y por tanto surgidé una definicion para ecuacion
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cuadratica que decia que son “igualdades en las que dos especies son iguales
a una especie [se entiende como especie a un monomio?] (ax? + bx = c)’
(p. 231). Sin embargo, el algoritmo de Diofanto carecio de todo sentido en el

ambito geométrico. Aun asi,

Dicho algoritmo lo obtuvo mediante el desarrollo algebraico de completar el
cuadrado, pero todavia pendiente de las limitaciones impuestas por sus
predecesores. So6lo consiguid extraer una solucion (o raiz) de cada una de las
igualdades establecidas (pues no habia posibilidad de admitir cantidades
negativas). (Yuste, 2008, p. 219)

Dicho todo esto, a modo general los métodos babilénicos eran analégicos? y
descriptivos, a diferencia de lo que proponia Diofanto, dado que, en su
argumentacion no infieren lineas ni superficies, tampoco se asemejaba a lo
propuesto por los arabes quienes fueron los que justificaron la ecuacion

cuadratica a través de la geometria.

1ILos monomios son una expresion algebraica cuyos elementos no estan separados
por los signos de las operaciones de la suma y la resta; en otras palabras, son un
conjunto de letras y numeros relacionados entre si por todas las operaciones
aritméticas, excepto la suma y la resta, por ejemplo, axy, bx?y3z2. (Cardenas, 2014,
p. 72)

Martel (2002), menciona que los hindues (598 d.C. - 670 d.C.), por su parte,
redujeron todos los casos planteados por Diofanto a uno sélo. Ademas, fueron
unos de los primeros en dar las soluciones por parejas, por tanto, en

ocasiones admitian soluciones negativas.

Dalcin y Olave (2007), indican que Mohammed ibn-Musa al-Jwarizmi (780
d.C. - 859 d.C.) destaca en una de sus obras llamada <<Precisiones sobre el
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calculo del al-jabr y al-muwabala>> en la que se describen ecuaciones
cuadraticas en donde sus coeficientes debian ser positivos, dado que aun no
se aceptaban los negativos como numeros. Ademas, admitia los coeficientes
y soluciones racionales y positivas y para el coeficiente principal siempre era

uno.

Martel (2002), menciona que Abraham bar Hiyya Na-Nasi (1.070 d.C. - 1.136
d.C.) fue un distinguido matemético y astrbnomo nacido en Barcelona. Uno de
sus libros que més destaca tiene el nombre de Liber Embadorum y en él se
ofrece por primera vez una solucién a las ecuaciones cuadraticas y los

distintos casos sobre la resolucion numérica como gréafica.
2.2 Objeto o contenido matematico.

Antes de comenzar con el objeto matematico, es importante aclarar ciertos

conceptos ligados a la ecuacién cuadratica:

2 Vosniadou (1989), entiende un razonamiento analégico como una extrapolacion de una
estructura relacional desde un dominio conocido a un dominio nuevo, y cuyos dominios deben

compartir una estructura similar.

2 Holyoak y Koh (1987), definen un razonamiento analégico como una generacion de
conocimiento aplicable a un dominio nuevo por la transferencia del conocimiento de un

dominio mejor conocido.

Proceso algebraico

Un proceso matematico es algebraico si contiene una o varias de las
operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y
radicacion aplicadas una o varias veces, en cualquier orden, a numeros
complejos cualesquiera [nos limitaremos al conjunto de los numeros reales] o
a simbolos cualesquiera que representen numeros complejos. (Lehmann,

2008, p. 8)
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Expresion algebraica

De acuerdo con la definiciébn anterior, el resultado de dicho tipo de
proceso algebraico “se llama expresién algebraica” (Lehmann, 2008, p.
11).

Por lo mismo, se utilizardn los axiomas de cuerpo para justificar las
demostraciones que se muestran mas adelante, dado que, abordaremos el
conjunto de los numeros reales como un cuerpo ordenado. Gutiérrez y

Robinson (2015), nos dicen que

Dado que el primer interés es abordar el estudio de la parte algebraica de los
nameros reales, asumimos que sobre R estan definidas dos operaciones
binarias, denominadas suma y multiplicacion, las cuales representaremos con
“+” y “” respectivamente. Esto es, cada par de numeros reales x, y tiene
asociado un Unico namero real x + y (su suma) y de igual manera otro unico

namero real x - y (su producto). Escribiremos simplemente xy en lugar de x -
y- (p.5)

Gutiérrez 'y Robinson (2015), en primera instancia, mencionan las

propiedades que se cumplen en la igualdad en R.
I1 Reflexividad. Para todo x € R, se verifica que x = x.
I2 Simetria. Para todo x,y € R, si x = y, entonces y = x.
I3 Transitividad. Paratodo x,y,z€eR,Six =yyy =z, entonces x = z

4 Monotonia. Paratodo x,y,zeR,Six =y, entoncesx+z=y+2zy

xz = yz. (p.5)

Luego, Gutiérrez y Robinson (2015), mencionan los axiomas de cuerpo para
R, que seré la base para cada justificacion de los métodos que se mostraran

mas adelante.

Paratodo x,y,z€eR
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Cl Asociatividad. (x+y)+z=x+ (y +2)y (xy)z = x(yz).
C2 Conmutatividad. x +y =y +xy xy = yx.

C3 Existencia de moédulos. Existe un numero real 0 (cero) y un
namero real 1 (uno) tal que para todo x € R se verificax + 0 =xy x1 =

X.

C4 Existencia de inversos. Para todo x € R existe y € R tal que x +

y = 0. Se denotara este y con —x. Ademas, para todo 0 # x € R existe

L, 11
z € R tal que xz = 1. La notacién usual paraeste zes x™1 o -

C5 Distributividad. x(y + z) = xy + xz.

En este punto podemos decir que el conjunto R con las operaciones
suma y multiplicaciébn adquiere la estructura algebraica de cuerpo

(también usualmente denominada campo). (p.5)
Por otro lado, Palacios (2002), define lo siguiente:

Llamaremos grupo al par (G,*) constituido por un conjunto no vacio G

y una operacion sobre €l que verifica las siguientes propiedades:
0) *es estable en G, es decir,a*xbeG,Va,beG

1) Asociativa, (a*b)*xc=ax(bx*c), Va,b,c €G

2) Existencia de elemento neutro, e € G tal que
axe=exa=aVaeG
3) Existencia de elemento simétrico, V a,e G,3b € G, tal que
ax*b=bxa=c¢e

(El elemento simétrico de a suele denotar por a’ 6 a™1). (p. 3)

Ademas, “si todos los elementos del grupo (G,*) verifican la propiedad
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4) Conmutativa, axb =b *a,V a,be G diremos que el grupo es

conmutativo o abeliano” (Palacios, 2002, p. 3).

Con esto, es posible decir que “(R,+) y (R,") son grupos abelianos” (Palacios,
2002, p. 3).

Como se mencion6 anteriormente, el conjunto de los ndimeros reales es
ordenado, es decir, existe una relacibn que nos permite comparar dos

numeros reales dados.

Se asume que sobre R esta definida una relacion “menor que”. Si
x,y€R, entonces x <y se lee “x es menor que y”. También

utilizaremos la notacién y > x (se lee “y es mayor que x”) como
alternativa para x < y.

Para nosotros no sera relevante como se define esta relacion menor
que, lo realmente relevante es el hecho que se verifique las siguientes

propiedades, denominadas axiomas de orden para los nUmeros reales.

O1 Tricotomia. Para cada par de numeros reales x, y se verifica unay

s6lo una de las siguientes afirmaciones: x < y, x = y,v y < x.
02 Transitividad. Six <y y y < z, entonces x < z.

03. Monotonia. Six < y,entoncesx +z <y +zparatodoze Ry xz <
yz para todo z > 0. (Gutiérrez y Robinson, 2015, p. 11)

Términos semejantes

Ademas, es importante mencionar que “los términos algebraicos que difieren
unicamente en sus coeficientes se llaman términos semejantes” (Lehmann,
2008, p. 12).

Variable
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Una variable es “un simbolo que puede representar diferentes valores”
(Lehmann, 2008, p. 67) en una expresion o relacion, o en el desarrollo de un

ejercicio o problema.
Constante

Una constante es algo completamente distinto a una variable, pues es “un

simbolo que representa un valor fijo” (Lehmann, 2008, p. 67).

Incognita

Wilhelmi, Godino y Lasa (2014), sefialan que una incognita es “algo que tiene

un valor fijado pero que no se conoce aun” (p. 574).

Al trabajar con la ecuacion cuadratica debemos considerar que tendremos
incognitas y que el simbolo que representara el valor buscado se usa como
denominaciéon de un numero especifico, pero que alun no se conoce su
identidad. Por lo tanto, es importante realizar la diferenciacion entre variable

e incognita al trabajar la ecuacion cuadrética.
Ecuacion

Lehmann (2008), se refiere a una ecuacion como “una igualdad entre dos
expresiones" (p. 81). Ademas, llama miembros a dichas expresiones. Por otro
lado, Carrefio y Cruz (2017), sefialan que, una ecuacion es “una igualdad que
presenta incognitas y que es verdadera sélo para algunos valores de la

incognita” (p. 60).
Una soluciéon

Reconociendo el concepto de ecuacion es posible determinar que se trabajara
con incognitas, por tanto, Lehmann (2008), menciona que “todo numero que
satisface a una ecuacion con una incégnita recibe el nombre de raiz o solucion

de esa ecuacion” (p.82).

42



Entenderemos una solucion de una ecuacion segun Aufmann y Lockwood
(2013), como un numero que, cuando se sustituye por la incognita, nos da

como resultado una ecuacion verdadera.

Funcion cuadratica

Al referirnos a la funcion cuadratica, Lehmann (2008) dice que

Nuestro estudio de las funciones enteras en x con el caso particular en que
el grado es 2. Entonces la funcién se llama funcién cuadratica de x y

generalmente se le escribe en la forma:

f(x)=ax?*+bx+c, a#0

en donde a, b y c son constantes [también llamados coeficientes]. (p. 101)
2.2.1 Ecuacion Cuadratica.
Lehmann (2008) presenta la ecuacion cuadrética de la siguiente manera:

Si la funcién cuadratica de x se iguala a cero, entonces obtenemos la

ecuacion cuadratica con una incognita.
(1) ax?+bx+c=0

en donde a, b y ¢ son constantes [también llamados coeficientes] y el
coeficiente de a debe ser distinto de cero. La ecuacion (1) también se conoce

como la forma canonica de la ecuacion de segundo grado. (p. 101).

Los términos de una ecuacion cuadratica son el término cuadratico ax?, el

término lineal bx y el término independiente c.

Ramirez (2011), hace referencia a los tipos de ecuaciones cuadraticas
clasificAndolas como completas, incompleta pura e incompleta mixta. Sobre
las ecuaciones completas menciona que “si la ecuacion contiene los tres
términos [es decir, ax? + bx + ¢ = 0], se dice que es una ecuacion cuadratica

completa” (p. 275). Por otra parte, clasifica las ecuaciones incompletas puras
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indicando que “si la ecuacién contiene unicamente el término cuadratico, o
bien una combinacién del término cuadratico y el término independiente
[ax? = 0 0 ax? + ¢ = 0], se dice que es una ecuacion cuadratica incompleta
pura” (p. 275). El ultimo caso que considera es el de la ecuacion cuadratica
incompleta mixta mencionando que “Si la ecuacion contiene unicamente el
término cuadratico y el término lineal [ax? + bx = 0], se dice que es una

ecuacion cuadratica incompleta mixta” (p. 275).

Para encontrar las soluciones de la ecuacidbn comunmente se utilizan los
métodos de factorizacion, Po-Shen Loh (método que es parte del objetivo de
nuestra investigacion), completacién de cuadrados y aplicacion de la formula

general, que seran detallados mas adelante.
2.2.2 Métodos de resolucién de una ecuacion cuadratica.

Principalmente, trabajaremos con tres métodos de resolucion para una
ecuacion cuadratica. Ademas, utilizaremos un cuarto método de resolucion
que sera incluido en la secuencia de aprendizaje, llamado “método de Po-
Shen Loh”. De esta forma, los métodos de resolucion de una ecuacion
cuadratica seran vistos en el siguiente orden: factorizaciéon, Po-Shen Loh,

completacion de cuadrados, formula general.
Método de resolucidon de una ecuacion cuadratica por factorizacion.

Tanto en este, como en los siguientes métodos de resolucién, se definiran
ciertos conceptos referentes al propio método, que complementaran y

facilitaran la comprension.

En primer lugar, comenzaremos analizando el método de resolucion por
factorizacién, sin embargo, como acabamos de mencionar, es necesario dejar

algunos conceptos claros antes de examinar dicho método.

Factor
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Lehmann (2008), menciona que, al considerar la operacion multiplicacion
tendremos dos simbolos a y b, que representaran dos numeros que
multiplicaremos entre si y, ademas, c¢ sera la representacion de su producto.

De esta forma, podemos representar la igualdad de la siguiente manera:

a-b=c

De la cual a y b se llaman factores de c.

Baeza, et al. (2014) llama factor a “cada uno de los numeros o expresiones

algebraicas que forman parte de una multiplicacion” (p. 196).

Producto Notable

Existen productos de expresiones algebraicas que reciben el nombre de
Producto Notable, “ya que el producto o resultado es facil de obtener sin tener
que hacer grandes multiplicaciones” (Baeza et al., 2014, p. 196). Con esto, es
posible observar patrones especiales al realizar la multiplicacion de binomios,

entre los que mas destacan son:

Cuadrado de binomio

Baeza, et al. (2014), menciona que un cuadrado de binomio “es igual al
cuadrado del primer término, mas (o menos) el doble del producto de ambos

términos mas el cuadrado del segundo término” (p. 196).

(a+b)2=az+2ab+b2 (a—b)2=a2—2ab+b2

Figura 16. Férmula cuadrado de binomio. Fuente: Aritmética y Algebra
(Baeza et al. 2014, p. 196)
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Ademas, es posible determinar la relacion entre la representacion geomeétrica

y algebraica del cuadrado de binomio en la siguiente imagen:

Cuadrado de binomio.

a b
a a’ ab
b ba b’

Seqn la figura, el area de un
cuadrado de lado a + b se
puede obtener como: (a + b)2
0 de la suma de las areas, re-
sultando: a® + ab+ ba + b’
Es decir,

(a+b)? =a’ + 2ab + b*.

Figura 17. Representacion de un cuadrado de binomio de manera

geométrica. Fuente: Aritmética y Algebra (Baeza et al., 2014, p. 196)

Suma por diferencia

Baeza, et al. (2014), menciona que “el producto de la suma de dos términos
por la diferencia de los mismos términos es igual al cuadrado del primer
término menos el cuadrado del segundo término” (p. 196). Por lo que se tiene

que:
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Figura 18. Férmula suma por diferencia. Fuente: Aritmética y Algebra (Baeza
et al., 2014, p. 196)

Ademas, es posible determinar la relacién entre la representacién geométrica

y algebraica de la suma por diferencia como muestra la siguiente imagen:

Suma por diferencia.

a+b
! a b |

a-b (a-bla (@ ~ b)bj

Segun la figura, el area del
rectangulo de ladosa + b y
a — b se puede obtener
como: (@ = b)(a + b) o como
la suma de las areas, resul-
tando: a* — ba + ab — b’.
Es dedir,
(a-b)a+b)=a’-b’

Figura 19. Representacion de una suma por diferencia de manera

geométrica. Fuente: Aritmética y Algebra (Baeza et al., 2014, p. 196)
Por ultimo, tendremos en consideracién el siguiente producto notable:

Multiplicacién de dos binomios con un término comun

Baeza, et al. (2014), dice que “el producto de dos binomios con un término
comun es igual al cuadrado del primer término comun, mas el producto de la
suma de los términos distintos por el término comun, mas el producto de los

términos distintos” (p. 196), teniendo que:
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(x + a)(x + b)A= xz +(a+b)x + ab

Figura 20. Férmula de una multiplicacion de dos binomios con un término

comun. Fuente: Aritmética y Algebra (Baeza et al., 2014, p. 196)

Presentados estos productos notables, es posible analizar el método de

resolucién de una ecuacion cuadratica por factorizacion.
Factorizacién

Una factorizacion corresponde a la obtencién de los factores de un producto
dado. “Factorizar una expresion significa expresarla como producto de dos o

mas factores” (Baeza et al., 2014, p. 198).

Como se mencion6 en 2.2.1, una ecuacién cuadratica se puede escribir de la
forma ax? + bx + ¢ = 0 con a # 0. Para resolver una ecuacion cuadratica con
el método de factorizaciéon, se debe utilizar la propiedad del producto cero

(ab =0, sia =00 b = 0) cuando el polinomio ax? + bx + c es factorizable.

Es importante considerar que “no siempre es posible encontrar una
factorizacion del trinomio de una ecuacion cuadrética, sin embargo, cuando
es posible, permite resolverla de manera inmediata” (Baeza, et al., 2014, p.
243).

Asi, los pasos que Lehmann (2008) menciona para resolver una ecuacion

cuadratica completa por factorizacion son los siguientes:

1. Escribir la ecuacion cuadratica en su forma canonica.

2. Factorizar el trinomio general de segundo grado del primer miembro de
la ecuacion en dos factores lineales.
Establecer cada factor igual a cero.

Resolver ambas ecuaciones lineales para la incognita.
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Ademas, dice que, “la unica restriccion sobre las constantes a, b y c es que

a # 0. Por tanto, tanto b como ¢, 0 ambas, pueden ser cero”. (p. 102)
Dicho esto, si se considera ¢ = 0, la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 se reduce a:
(2) ax> +bx =0

que puede ser factorizado de la siguiente forma (en este caso, por factor
comun):

x(ax +b) = 0/ C5 Distributividad

se puede aplicar la propiedad ab =0 < a=00b =0 lo que seria igual a

resolver dos ecuaciones lineales, de la siguiente manera
x=00(ax+b)=0
. b
de esta forma, las soluciones de (2) correspondena 0y -

Por otra parte, si se considera b = 0, la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 se reduce

a:
B ax?+c=0

Al resolver una ecuacion del tipo x™ = a en el conjunto de los nimeros reales,
no se toma en cuenta que en el caso en el cual n es par y a positivo, el doble
signo “+” que aparece delante del radical n-ésimo de a, esta generado por el
maédulo de x y no por el radical n-ésimo de a, que es sélo un nimero. (Buhlea
y Gomez, 2008, p.18)
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{H:Zkzzm‘kxzk =%:>‘x‘=%:>x=i“a

az=0

x":aj{/;:%jd Zk 1
{n—m oM —a = x=a
ac

Figura 21. Utilizacién del signo “+”. Fuente: Sobre raices y radicales. Efectos

de dos culturas de ensefianza (Buhlea y Gomez, 2008, p. 18)

Ahora, podremos ocupar la definicion anterior al llegar al ultimo paso,

primero se despeja la incognita x y se tiene que:

/+(—c) C4 Existencia de inversos

ax’+c=0
1 . . .
o ax? = —c / P C4 Existencia de inversos
5 c /N Extraer raiz
S xt=—-
a

>x=x /—5
a

de esta forma, las soluciones de (3) corresponden a + —Ey - /—2

Por otro lado, Baeza et al. (2014) dice que

Para calcular el valor numérico de una raiz se debe tener en cuenta el valor
del indice y el signo de la cantidad subradical. Si consideramos la raiz Va se

tiene que:

Sin es par
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e a > 0, el valor de la raiz es Unico.
e Yya=0,entonces el valor de la raiz es 0.
e Yya <0, no existe ningun numero real que cumpla la condicién b™ = a,

por lo que la raiz no tiene ningun valor real. (p.119)

Por tanto, es fundamental considerar que el valor de —2 debe ser mayor o

igual que cero para que las soluciones sean reales.
Método de resolucion de una ecuaciéon cuadratica por Po-Shen Loh.

En base a esto, se aplicara un método para resolver ecuaciones cuadraticas,
Po-Shen Loh (2019, p. 2), menciona que, para que el método sea efectivo
debemos encontrar una factorizacion de la siguiente forma:

x24+Bx+C=x—-R)(x—25)
Entonces, un valor de x hace que el producto sea cero justamente cuando al

menos uno de los factores se vuelve cero, que sucede precisamente cuando

x = R ox = S. Por ley distributiva, basta con encontrar dos nUmeros Ry S con
suma _73, sin embargo, al tener la ecuacion con coeficiente A = 1 se puede
determinar que la suma es —B. Por otro lado, si realizamos el producto entre
R y S obtendremos %, pero, A = 1, por lo tanto, el producto sera C, y {R, S}

sera nuestro conjunto solucién.

Ademas, menciona que dos numeros sumaran —B justamente cuando su

. -B -
promedio sea —- por lo que, basta con encontrar dos numeros de la forma

{3 ”

_Z—Bi z cuyo producto sea C, siendo “z” una cantidad desconocida. Lo

interesante es que el producto de estos dos numeros es una diferencia de

cuadrados, quedando de la siguiente manera:

B B
(T + z) (T - z) — ¢/ C5 Distributividad

2
—B
= (—) — z%2 = C / C4 Existencia de inversos
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B?
2 =
@2—4 C

Dado que siempre existe una raiz cuadrada (extendiéndose a los complejos
. . . o . B?

si es necesario) seleccione arbitrariamente una raiz cuadrada de 2 —Cque

sea nuestro z y que satisfaga la ultima ecuacion. Volviendo atras a través de

;- . . . -B
la I6gica es posible concluir que R y S existen de la forma —-* z,yentonces

que justamente corresponde a todas las soluciones de la ecuacion

cuadratica original.

Método de resolucion de una ecuacion cuadratica por completaciéon de

cuadrados.

Antes de analizar el método de resolucién por completacion de cuadrados se

presentaran algunos conceptos claves que facilitaran su comprension.
Binomio

Lehmann (2008), sefiala que, “si dos 0 mas expresiones algebraicas [definida
en 2.2] estan enlazadas por los signos + o —, la expresion resultante se llama
suma algebraica”. A su vez, “una suma algebraica de dos términos se llama

binomio” (p. 12).
Trinomio

Kaufmann y Schwitters (2013), mencionan que, “los polinomios también se
clasifican, cuando tienen dos términos, como binomio y cuando tienen tres

términos como trinomios” (p.109).

Trinomio cuadrado perfecto
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Se menciona que “los trinomios en los lados izquierdos [ax? + bx + ] se
llaman trinomios cuadrados perfectos; son el resultado de elevar al cuadrado

un binomio” (Kaufmann y Schwitters, 2013, p. 148).

Conociendo estas definiciones, Angel y Runde (2013), mencionan que,
podemos resolver una ecuacion cuadratica utilizando el método completacion
de cuadrado, para ello, se sumard una constante en ambos lados de la
ecuacion, pero en un miembro de la ecuacion tendremos un trinomio cuadrado
perfecto, asi sera posible calcular sus soluciones. Dicho esto, los autores
proponen una serie de pasos para resolver una ecuacion cuadrética utilizando

el método por completacion de cuadrados:

1. Sies necesario, utiliza la propiedad de la multiplicacion (o division) de
la igualdad para hacer que el coeficiente principal [el coeficiente a] sea
1.

2. Reescribe la ecuacion aislando la constante [el coeficiente c] en el lado
derecho de la ecuacion.

3. Toma la mitad del coeficiente numérico del término de primer grado [la
mitad del coeficiente b], elévala al cuadrado y suma esta cantidad en
ambos lados de la ecuacion.

4. Factoriza el trinomio como el cuadrado de un binomio.

Utiliza la propiedad de la raiz cuadrada, para tomar la raiz cuadrada
en ambos lados de la ecuacion.

6. Resuelve para la incégnita.

7. Verifica tus soluciones en la ecuacién original. (Angel y Ruste, 2013,
p. 496)

Método de resolucion de una ecuacion cuadratica por formula general.

Discriminante

“El discriminante de una ecuacion cuadratica [ax? +bx+c=0] es la
expresion bajo el signo radical [bajo la raiz cuadrada] en la férmula [general

de la ecuacioén] cuadratica” (Angel y Runde, 2013, p. 508). Y corresponde a:

53



b? — 4ac
Baeza, et al. (2014), indica que,

El discriminante suele denotarse por la letra griega A (delta). El discriminante
permite determinar la cantidad de soluciones reales que tiene la ecuacién:
Si A=b%—4ac > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales
[distintas].
SiA = b%? —4ac = 0, la ecuacién tiene una solucion real.

SiA = b?% —4ac < 0, la ecuacién no tiene soluciones reales. (p. 244)

Dicho lo anterior, para la resolucion de la ecuaciéon de segundo grado
utilizando la férmula general, se debe comenzar verificando que la ecuacion
se encuentre de forma candnica. A continuacion, se presenta una deduccion

de dicha férmula:
ax’+bx+c=0, a # 0,

b c
& x?+—x = —— [/ C4 Existencia de inversos
a a

Luego, para completar cuadrados en el primer miembro de la ecuacion, se

2
- .z b . P
sumara a ambos lados de la ecuacion (Z) , tal como se menciond en el paso

3 del método de completacion de cuadrados, de esta forma el primer miembro

de la ecuacion se podra escribir como un cuadrado de binomio.

, b b\* ¢ (b ,
S X +—x+<—) = ——+(—) / 14 Monotonia
a 2a a 2a

2 2

b b — 4ac ,

© |x+5=| = ——— / Extraer raiz cuadrada
2a 4q?

“Extrayendo la raiz cuadrada” (Lehmann, 2008, p. 104) se obtiene:

++ b* — 4ac

& x+-—=————/ C4 Existencia de inversos
2a 2a

—b— /b2—4ac —b+, b%—4ac
(:>x1=T VxZZT (4)
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Finalmente, las ecuaciones descritas en (4) son conocidas como la férmula

general de la ecuacion de segundo grado y es comun verla de la siguiente

forma:
—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

Lo cual es reafirmado por Lehmann (2008), pues menciona que, “la ecuacion
de segundo grado con una incégnita, ax? +bx +c =0, a # 0, tiene las

b++Vb?% -4ac,

soluciones: x = _—T (p. 105).

Otra demostracion de la deduccién de las soluciones de la ecuacién de

segundo grado es la siguiente:

ax?+bx+c=0 /- 4a

[Propiedad 14 Monotonia

& 4a%x? + 4abx + 4ac = 0 /+b?

/Propiedad 14 Monotonia

/+(—4ac)
& 4a’x* + 4abx + 4ac +b* — 4ac = b* — 4ac
IPropiedad 14 Monotonia

/C4 Existencia de inversos

/4a?x? + 4abx +b? = (2ax + b)?
© 4a’x? + 4abx +b% = b? — 4ac /C5 Distributividad

& (2ax + b)? = b? — 4ac N
Extraer raiz cuadrada
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S 2ax +b = /b2 — 4ac

/14 Monotonia

/C4 Existencia de inversos

1
2a

/C4— Existencia de inversos

& 2ax = —b + +b?% —4ac

_-b+t Vb2 — 4ac
N 2a

=X

—b —Vb?% — 4ac
2a
_ b + Vb2 — 4ac
- 2a

(:)x1= sz

Finalmente, llegamos a las mismas soluciones para la ecuacion (1).

/+(=b)

Las soluciones de la ecuacién cuadratica cumplen algunas propiedades,

Lehmann (2008), menciona que, “las raices de la ecuacién cuadratica
estan expresadas en términos de los coeficientes, la suma y el prod

las raices también puede expresarse en términos de los coeficientes” (

general
ucto de
p. 108).

Luego, trabajando las soluciones de la ecuacion, las sumaremos para verificar

como se expresa en términos de los coeficientes, es decir:

—b—\/b2—4ac+—b+\/b2—4ac

Xty = 2a 2a
—b —Vb? —4ac — b +Vb? — 4ac
(:)x1+x2= 2a
—2b
@x1+x2—ﬂ
—b
@xl'i'xz—_

Con esto, es posible concluir que la suma de las soluciones de la ecuacion

o . -b
cuadratica es igual a —.
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Por otro lado, realizando el producto de las soluciones para conocer su

expresion en términos de los coeficientes se tiene que:

L =<_b—m>_<—b+m>

2a 2a
(=b)? — (Wb?% — 4ac)?
= (2T

b? — (b? — 4ac)
4q? )
4ac

)

Cc
S XXy = —
a

(:)xl-x2=<

(:)xl'x2=(

Con esto, es posible determinar que el producto de las soluciones de la

ecuacion cuadratica es igual a 2

Lehmann (2008), enuncia un teorema que dice “en la ecuacion general de

. b
segundo grado ax? + bx + ¢ =0,a # 0, la suma de las raices es —-y el

producto es 2 (p. 108).

Finalmente, los métodos presentados se justifican mediante las propiedades
y axiomas de cuerpo de los numeros reales. En este caso, la propiedad
transitiva nos permite verificar que las ecuaciones iniciales y finales son

equivalentes, es decir, ambas poseen la misma solucién.
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CAPITULO III.

MARCO DE REFERENCIA.

En este tercer capitulo, titulado Marco de Referencia, se presentan los
lineamientos que rigen nuestro disefio didactico. En él, se detalla la Teoria de
Situaciones Didacticas expuesta por Guy Brousseau y las situaciones
generadas por los y las estudiantes, y el medio, tales como, situacion de
accion, formulacién, validacion e institucionalizacion (en la que es parte el
profesor). Por otro lado, se presenta también la utilizacion del enfoque teorico
en el disefio didactico y como es aplicada la TSD en cada clase de nuestra

propuesta.
3.1 Enfoque tedrico del disefio didactico.

La Teoria de Situaciones Didacticas (TSD), propuesta por Brousseau, se
origina en el aflo 1970, e indica las relaciones existentes entre el o la
estudiante, el o la profesor(a) y el contenido en cuestidén (en nuestro caso la
ecuacion cuadratica). De esta forma, Brousseau, citado en Avila (2001),

propone lo siguiente:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un
alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende
eventualmente instrumentos y objetos) y un sistema educativo (representado
por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de

un saber constituido o en vias de constitucion. (p. 8)

Nuestro Seminario de Titulo tiene como marco de referencia esta teoria, y se
proponen actividades didacticas cuya finalidad es que los y las estudiantes
construyan su propio conocimiento, en estas situaciones el o la docente
cumplira un rol de mediador, el personaje principal en esta secuencia es el

alumno o alumna. Brousseau, citado en Avila (2001), clasifica las relaciones
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que se generan entre los y las estudiantes y el medio en las siguientes

categorias:

Situacion de accion.

Son aquellas situaciones en las cuales los y las escolares interacttan con el

medio, es decir

Cuando el estudiante debe resolver un problema por sus propios medios sin
ayuda externa se ve abocado a recurrir a recursos que se ha encontrado con
anterioridad. En el caso de las situaciones didacticas, se pretende que el
alumno eche mano de conocimientos previos, como lo son los conceptos o
metodologias que ha utilizado para que descubra la forma de resolver la
situacion que se le ha planteado, pues en la medida en que el estudiante
indague y profundice acerca de la situacion, en esa misma medida obtendra
resultados 6ptimos. (Padilla, 2018, p. 21)

Situaciéon de formulacion.

En estos momentos, los y las alumnas intercambian ideas grupalmente, se
espera que se utilice un lenguaje adecuado para que los emisores

comprendan el mensaje, dicho en otras palabras,

Una vez el estudiante ha resuelto la situacion e interiorizado el concepto
involucrado, la mejor forma de demostrar este conocimiento es comunicarselo
a otro, o lo que es mejor aun, creando un discurso alrededor del mismo, que
permita verificar que el conocimiento adquirido, no solamente pudo ser
apropiado, sino que ademas se pueden inferir conclusiones a raiz de este y

de la situacion didactica planteada. (Padilla, 2018, p. 21)

Situacién de validacion.

En esta fase, el individuo busca convencer a los demés oyentes de la validez

de sus afirmaciones, es decir,
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El estudiante debe probar los instrumentos utilizados para lograr resolver la
situacion planteada, pero ademas debe estar dispuesto a defender con
argumentos el porqué de las decisiones tomadas. A partir de aqui el
estudiante puede emitir juicios para comprobar toda la metodologia utilizada.
(Padilla, 2018, p. 21)

Situacioén de institucionalizacion.

En este momento, el profesor formaliza el conocimiento del cual los y las
estudiantes se han apropiado, en este momento el conocimiento se

transforma en un saber, en otros términos,

Es una situacién de formalizacion de un conocimiento matematico producido
por los alumnos y el saber cultural. Durante esta situacion se deben sacar
conclusiones, recapitular, sistematizar, ordenar y vincular lo que produjeron
los alumnos en el desarrollo de las secuencias didacticas. La
institucionalizacion es de alguna manera complementaria a la devolucién.
(Figueroa, 2013, p. 14)

Cabe destacar que este Seminario de Titulo comparte lo que menciona Ortiz
(2015), quien menciona lo siguiente:

Es asi como, desde el punto de vista constructivista, se puede pensar que el
aprendizaje se trata de un proceso de desarrollo de habilidades cognitivas y
afectivas, alcanzadas en ciertos niveles de maduracion. Este proceso implica
la asimilacion y acomodacion lograda por el sujeto, con respecto a la

informacion que percibe. (p. 99)
3.2 Utilizacién del enfoque tedrico para el disefio didactico.

Aplicando el enfoque tedrico descrito en 3.1, en nuestro disefio didactico se
presentan diferentes situaciones dentro de la practica educativa, entre ellas
las a-didacticas y las didacticas, entendiendo las primeras como “una
situacion matemaética especifica de dicho conocimiento tal que, por si misma,

sin apelar a razones didacticas y en ausencia de toda indicacion intencional,
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permita o provoque un cambio de estrategia en el jugador’ (Bosch et al.,

1997), ademas, la situacion a-didactica

Es Unicamente una parte de una situacibn mas amplia que Brousseau llama
situacion didactica (especifica de C). Esta comprende las relaciones
establecidas explicita o implicitamente entre los alumnos, un cierto medio
(que incluye instrumentos y objetos) y el profesor, con el objetivo de que los
alumnos aprendan el conocimiento matemético C. (Bosch et al., 1997. p. 217)

Por lo mismo, es que se relacionaran dichas situaciones al disefio didactico
propuesto para el proceso de ensefianza aprendizaje de resolucion de

ecuaciones cuadraticas.

Durante las situaciones a-didacticas ocurridas en el desarrollo de resolucién
de problemas propuestos por el profesor, se pueden observar tres fases, que
son las de accidn, formulacion y validacion, descritas en 3.1, mientras que, la
institucionalizacién es una situacion de formalizacion de un conocimiento

matematico.

Se plantea en el disefio e implementacion de la secuencia didactica incorporar
una situacién a-didactica, que es fundamental en la Teoria de Situaciones
Didacticas. En la sesion 12 se presenta en una hoja un problema
contextualizado, para que las estudiantes trabajen en torno a las tres fases

anteriores.

La sesion fue trabajada con tiempos establecidos, en primer lugar, se entrega
el problema a cada estudiante para que lean el enunciado y luego trabajen
individualmente, de este modo, se incluye la situacién de accion, dado que,
las estudiantes tenian que utilizar conocimientos previos y actuar sobre el

problema utilizando estrategias propias.

En segunda instancia, al acabar la situacion de accion, se propone a las

estudiantes trabajar en parejas o trios, incorporando de este modo la situacion
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de formulacion, pues, en este momento, las estudiantes intercambian

informacidon comunicando sus desarrollos.

Luego, se incluye la situacion de validacién, para ello, se solicita a 3
estudiantes para que voluntariamente pasen a la pizarra a mostrar los
desarrollos realizados. En este caso, el alumno es el emisor y debe ser capaz

de validar su desarrollo frente a los demas.

Finalmente, se institucionaliza el contenido utilizando los mismos desarrollos
realizados por las estudiantes en la pizarra, destacando lo que realizaron de
manera correcta y corrigiendo los errores existentes, utilizandolos como un

momento de aprendizaje.

Por lo mismo, es que la Teoria de Situaciones Didacticas se incorpora en la
secuencia de clases diseflada, dado que, existen situaciones que son claves

y esenciales en la teoria propuesta por Brousseau, citado en Avila (2001).
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CAPITULO IV.

METODOLOGIA.

En este capitulo, correspondiente a la Metodologia, se profundizan los
elementos de la Ingenieria Didactica con sus respectivas fases. En
complemento, se presenta un esquema que muestra la relacion existente
entre el alumno, el profesor y el saber.

Por otro lado, se presentan las caracteristicas del Estudio de Clase, con sus
3 partes (preparacién, implementacion y revision) y un detalle de la aplicacion

de la metodologia en nuestra propuesta de ensefianza aprendizaje.
4.1 Elementos de la Ingenieria Didactica.

En cuanto a la metodologia de Ingenieria Didactica, es necesario mencionar
que, segun Calderdon y Ledn (2005), corresponde a una “metodologia de
investigacion en el campo de la didactica” (p. 71), y esta sistematizada de
acuerdo con el orden de complejidad del objeto matemético (en nuestro caso,
ecuacion cuadratica). Considerando la evoluciéon de los conocimientos vy,
ademas, la hipotesis de aprendizaje relacionada con el “aprender haciendo”,
es importante considerar a las y los alumnos y sus participaciones,
interacciones, acciones y afirmaciones. Segun De Faria (2006), de acuerdo
con la metodologia de investigacién, la Ingenieria Didactica “se caracteriza
por un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en el
aula, es decir, sobre la concepcién, realizacion, observacion y analisis
de secuencias de ensefanza” (p. 2), pero también se caracteriza por “el
registro de los estudios de caso y por la validacion que es esencialmente
interna, basada en la confrontacién entre el analisis apriori y aposteriori” (p.
2).
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Ahora bien, es fundamental recordar que la Ingenieria Didactica nace de la
Teoria de Situaciones Didacticas y de la Teoria de la Transposicion Didactica,

lo cual puede ser representado en el siguiente esquema:

Polo psicologico

Alumno

Representaciones, Contrato didactico

c GIIC'EpCiOllE‘S-

Profesor

Y

Saber a ensefar -

Polo pedagégico

Polo epistemologico Transposicion
didactica

Saber “erudito”

Figura 22. Relacién entre el alumno, profesor y el saber. Fuente: Ingenieria
Didéctica. (De Faria, 2006, p. 2)

Por otro lado, segun Artigue et al. (1995), la Ingenieria Didactica esta

compuesta por 4 fases:

e Analisis preliminar, con su respectiva dimension epistemoldgica,

cognitiva y didactica. Los analisis preliminares mas frecuentes son:

El andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la
ensefianza.

El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades

y obstaculos que determinan su evolucion.
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El analisis del campo de restricciones donde se va a situar la
realizacion didactica efectiva.
Y, por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los

objetivos especificos de la investigacion. (p. 38)

e Concepcidn y Andlisis apriori, donde se identifican las variables macro
y micro didacticas: “las variables macro-didacticas o globales,
concernientes a la organizacion global de la Ingenieria. Y las variables
micro-didacticas o locales, concernientes a la organizacion local de la

Ingenieria, es decir, la organizacion de una secuencia o de una fase”
(p. 42).

e Experimentacién, donde se prueba el disefio creado y se recopilan
todos los datos que entrega la fase anterior, que corresponde a la
Concepcién y Analisis apriori.

e Analisis aposteriori y evaluacion, donde se analizan los resultados
obtenidos por parte de los y las estudiantes y se contrastan las ideas
previas de la prueba de la secuencia didactica versus los resultados

obtenidos. Ademas, esta fase, segun Artigue et al. (1995)

Se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la
experimentacion, a saber, las observaciones realizadas de las
secuencias de ensefianza, al igual que las producciones de los
estudiantes en clase o fuera de ella. Estos datos se completan con
frecuencia con otros obtenidos de la utilizacion de metodologias
externas, como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios
grupos, aplicadas en distintos momentos de la ensefianza o durante

su transcurso. (p. 48)

Ahora bien, es fundamental relacionar este Seminario de Titulo con las etapas

utilizadas de la Ingenieria Didactica. Para ello, las fases presentes son:

Analisis preliminar.
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Se considera una clase inicial, correspondiente al andlisis epistemologico de
la ecuacidén cuadrética y, por supuesto, las concepciones propias de las
estudiantes, teniendo en cuenta los conocimientos que habian adquirido y

reforzandolos antes de comenzar con nuestra propuesta.

Concepcidn y analisis apriori.

Se realiza nuestra propuesta de ensefianza aprendizaje, considerando los
andlisis apriori de las sesiones claves. De esta forma, se tomo en cuenta el
contexto del curso, es decir, una variable didactica, provocando adaptaciones

de nuestra propuesta y asi, promover el aprendizaje de las estudiantes.

Experimentacion.

En esta fase, el profesor indica a las estudiantes el objetivo de cada clase y
como sera la dindmica de cada una, observando cada accion que realizaban

las alumnas para poder mejorar las clases siguientes.

Analisis aposteriori y evaluacion.

Se consideran los resultados que proporcionan las estudiantes luego de las
clases de nuestra propuesta de ensefianza aprendizaje, y se contrasta con el

analisis apriori, teniendo en cuenta las guias y trabajo en clases.
4.2 Metodologia de Estudio de Clases.

En relacion con la metodologia de Estudio de Clases, es importante recalcar
que comenzé a finales del siglo XIX y corresponde a “un proceso mediante el
cual los profesores trabajan en comdn para mejorar progresivamente sus
métodos pedagdgicos, examinandose y criticandose mutuamente las técnicas
de ensefanza” (Mena, 2007, p. 1), lo cual contribuye enormemente a la

formacion profesional de los docentes.

“El Estudio de Clases consiste en la preparacion; la clase a investigar, y

sesiones de revision” (Isoda, 2007, p. 26).
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La primera etapa, “preparaciéon”, es el proceso de transformar un proyecto de
curriculo proyectado, tal como el que se encuentra en la Guia de
Orientaciones para la Ensefianza o en los libros de texto, en uno que puede
implementarse en el aula. Este proceso comienza con la busqueda y
seleccion de materiales relevantes para el proposito de la clase, y sigue con
el refinamiento de su disefio, sobre la base de las necesidades efectivas de
los alumnos; todo lo anterior se redne en un plan de clase. Lo significativo del
Estudio de Clases es que todos estos procesos se realizan en colaboracion
con otros profesores. Se ensefia entonces una clase, la clase a investigar,
basada en el plan elaborado. Ella es observada por una cantidad —variable—
de profesores, a quienes a menudo se suman instructores universitarios y
supervisores de la junta de educacién correspondiente. Luego de la clase, se
hace una sesion de revision con los observadores. (Isoda, 2007, p. 28)

(1} Identificacidn del problema
Preparacion’ plan {2} Planificacién de clase
{1y, (2) (5) ™% | (3) Implementacisn
{4) Evaluacidn de la clase v revision de resultados
* {3) Reconsideracidn de la clase

Clase a i.ﬂ"-’EEtigﬂI’ (6) Implementacidn de la clase basada en reconsideraciones

(3) (6)

(7T) Evaluacién y revisidn

(8) Discusidn de resultados

Y

Sesidn de revisidn
(4) (7)

(4)

Figura 23. Diagrama de flujo de entrenamiento pedagogico.
Fuente: (Stigler y Hiebert, 1999)

Segun Mena (2007), El Estudio de Clases se compone de tres partes:

Preparacion: corresponde a

transformar un proyecto de curriculo, tal como el de la Guia de

Orientaciones para la Ensefianza o el que se encuentra en unos libros
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de texto, en uno que puede implementarse en el aula. Trabajando en
colaboracion, los profesores buscan y seleccionan materiales
relevantes para el propdsito de la clase, refinan un primer disefio de
acuerdo con las necesidades efectivas de los alumnos, y rednen todo

ello en un plan de clase. (p. 2)

e Clase de Estudio: también llamada “de investigacion, que se ensefia, y
a la cual asiste una cantidad variable de profesores, a quienes a
menudo se suman instructores universitarios y supervisores” (p. 3).
Implica la realizacién y la experimentacion de la clase (incluye el
desarrollo, la gestion y visita de los pares, en ocasiones, incorpora la

grabacién de un video para su posterior revision).
e Revision: esta fase incluye a los observadores.

Comienza con un breve preambulo en que el profesor que impartio la
clase explica su propésito. Sobre la base del plan de ensefianza
distribuido de antemano, se explicitan conceptos acerca de los
materiales pedagdgicos y caracteristicas o estatus de los alumnos, de
acuerdo con cada etapa de la clase, y los propdsitos de cada problema
y actividad realizados en ella. Luego, cada participante expresa
opiniones y pregunta acerca de los problemas dados en la clase y el
rol formativo del profesor, asi como acerca de las expresiones y

actividades de aprendizaje de los alumnos. (p. 3)

En otras palabras, esta fase corresponde a la discusion de la clase
después de haberla realizado (incluye el analisis de la clase en equipo,
la experiencia de la clase por parte del o la docente que la impartido y la
discusion de los pares sobre el plan de clases). De esta forma, los y las
profesores tienen un rol esencial, pues son ellos quienes aprenden
sobre la forma en la que dictan sus clases y, por otro lado, desarrollan
la propia seguridad para poder componer un mejor modelo de clase

(redisefiada).
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Considerando tanto la metodologia de Ingenieria Didactica como la de Estudio
de Clases, es que aplicaremos el disefio didactico en el Liceo Paulina Von
Mallinckrodt, en el nivel de II° medio. En cuanto a la Ingenieria Didactica y sus
elementos, estan integramente relacionados con nuestro disefio didactico vy,
el Estudio de Clases, se realizard en la dltima sesion (Clase 12 que se

presentara en Capitulo VI).
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CAPITULO V.

SECUENCIA DE ENSENANZA APRENDIZAJE.

En el presente capitulo, se presenta la descripcion de la secuencia de
ensefianza aprendizaje, considerando el contexto en el cual se implementa,
junto con el nivel del curso y el nUmero de estudiantes, sumado a la cantidad
de planes de clases y el objetivo general de la propuesta. Por otro lado, se
muestra la tabla de la secuencia de clase, relacionada a la Teoria

Antropoldgica de lo Didactico.

Ademas, se exhibe una tabla con el plan de clases, detallando el objetivo de
cada sesion, junto con las respectivas guias y analisis apriori de las

situaciones de aprendizajes claves.

5.1 Descripcion de la secuencia ensefianza aprendizaje.

En este punto, es importante mencionar que nuestra secuencia de ensefianza
aprendizaje esta preparada para las estudiantes del Liceo Politécnico Paulina
von Mallinckrodt, de Providencia. En relacion con el curso en el que se
realizara la implementacién, corresponde al II° A, conformado por 30 alumnas
(el liceo es exclusivamente de mujeres) y sus edades estan en el rango de 15

a 16 afos.

En relacién con la asignatura de Matematica, nuestra secuencia y Planes de
Clases son parte del eje de Algebra y Funciones, especificamente del OA 04,

nivel 2, que nos indica lo siguiente:

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando herramientas
tecnolégicas, ecuaciones de la forma:
o ax’=0b
e (ax+b)=c
o ax’+bx=0
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o ax’+bx=c
(a, b, c son numeros racionales, a # 0) (Ministerio de Educacion, 2015, p.
124)

Para la propuesta de ensefianza aprendizaje, consideramos 12 Planes de
Clases, algunos de dos horas pedagogicas (45 minutos cada una) y otros, de

so6lo una.

El objetivo general de la propuesta es caracterizar las acciones que realizan
estudiantes de segundo medio en la busqueda de estrategias para la
resolucién de ecuaciones cuadréticas. En cuanto a las guias de trabajo, su
objetivo principal es monitorear los avances de las estudiantes, estas se
trabajaran en parejas y se iran retroalimentando en la clase siguiente. La
metodologia de trabajo se basa en una planificacion diversificada utilizando
diferentes métodos para la resoluciébn de ecuaciones de segundo grado
aplicados en diversos contextos con el propdsito de “enriquecer la
comprension de la realidad, facilitar la seleccidén de estrategias para resolver
problemas y contribuir al desarrollo del pensamiento critico y autbnomo en
todos los estudiantes” (Curriculum Nacional, 2022) para que asi las
estudiantes opten a procedimientos que se adapten a sus capacidades,
habilidades y competencias. Ademas, los contenidos adquiridos que
necesitan las alumnas para realizar las actividades de resolucion de
ecuaciones cuadraticas son productos notables, factorizacién, propiedades de
los nimeros reales, método de factorizacion, método de Po-Shen Loh, método

de Completacion de cuadrados y método por férmula general.

A continuacioén, se presenta la tabla de la secuencia de clase relacionada a la

Teoria Antropoldgica de lo Didactico:

Clase Tarea Técnica Tecnologia Teoria/
Obj.
matematic
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(0]

Determinar la | Establecer Factorizacion. Ecuacion
ecuacion del | incognitas. Multiplicacion de | cuadrética.
siguiente Representar expresiones El conjunto
problema: gréafica y | algebraicas. de los
algebraicamen | Propiedades de | nimeros
El patio de José | te el problema. | la igualdad. reales es
tiene forma | Determinar Caracteristicas y | un cuerpo.
rectangular, el | posibles propiedades de | Funcion
largo mide 6 |valores que | un cuadrilatero. | area.
metros mas que | satisfacen la | Sistema de | Funcion
su ancho y el|ecuacion. medicion por | medida.
area total es de asignacion de | Paralelogra
16 valores. mos,
m2. clasificacio
n y
propiedade
S.
Determinar las | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
edades de | incognitas. expresiones cuadratica.
Carlos y Lucia, | Representar algebraicas. Método de
considerando lo | algebraicamen | Propiedades de | resolucion
siguiente: te el problema | la igualdad. de una
Carlos es tres|mediante una | Cuadrado de | ecuacion
afios mayor que | ecuacion. binomio. cuadratica
Lucia y la suma | Reducir Factorizacion de | por
de los cuadrados | términos trinomio. factorizacio
de ambas | semejantes. Propiedad de | n.
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edades es 89 Simplificar la | producto nulo. El conjunto
ecuacion. de los
Determinar los nameros
valores  que reales es
satisfacen la un cuerpo.
ecuacion
mediante el
método de
resolucién por
factorizacion.
Determinar las | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
edades de Paula | incognitas. expresiones cuadrética.
y Josefa | Representar algebraicas. Método de
considerando lo | algebraicamen | Propiedades de | resolucion
siguiente: te el problema | la igualdad. de una
Las edades de | mediante una | Factorizacion de | ecuacion
Paula y Josefa | ecuacion. trinomio. cuadratica
suman 11 afios y | Determinar los | Propiedad de | por

el producto
sus edades

de 18 afos.

de

es

valores que
satisfacen la
ecuacion

mediante el
método de

resolucién por

factorizacion.

Analizar las
soluciones
acordes al
problema.

producto nulo.

factorizacio
n.

El conjunto
de

ndmeros

los

reales es

un cuerpo.
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Determinar las
dimensiones de
un cuadro
considerando lo
siguiente:

El largo de un
cuadro es 5
metros  mayor

gue su ancho, si

Establecer
incégnitas.

Representar

algebraicamen
te el problema

mediante una

ecuacion.

Determinar los

valores

que

Multiplicacion de
expresiones
algebraicas.
Propiedades de
la igualdad.
Factorizacion de
trinomio.
Propiedad de

producto nulo.

Ecuacion
cuadratica.
Método de
resolucién
de

ecuacion

una

cuadratica
por

factorizacio

el area es | satisfacen la | Caracteristicas y | n.

150 m? ecuacion propiedades de | El conjunto
mediante el [ un cuadrilatero. | de los
método de | Sistema de | nimeros
resolucién por | mediciéon por | reales es
factorizacion. | asignacién de | un cuerpo.
Analizar  las | valores. Funcion
soluciones area.
acordes al Funcién
problema. medida.

Paralelogra
mos,
clasificacié
n y
propiedade
S.

Determinar la | Establecer Multiplicacion de | Ecuacién

ecuacion distancias. expresiones cuadratica.

cuadratica Representar algebraicas. Método de
considerando los | geométricame | Propiedades de | resolucion
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datos gue | nte el [ la igualdad. de una
entrega la | problema. Sistema de | ecuacion
situacion Representar medicion por | cuadratica
problema. algebraicamen | asignacion de | de Po-Shen
te el problema | valores. Loh.
mediante una | Suma por | El conjunto
ecuacion. diferencia. de los
Determinar la nameros
distancia entre reales es
cada punto de un cuerpo.
penal a la Funcion
mitad de la medida.
cancha. Paralelogra
Determinar la mos,
distancia clasificacio
desde el inicio n y
de la cancha a propiedade
cada punto S.
penal.
Determinar la
ecuacion
cuadratica
solicitada.
Determinar  en | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
cuantos afos la | incognitas. expresiones cuadratica.
edad del abuelo | Representar algebraicas. Método de
sera igual al|algebraicamen | Propiedades de | resolucion
producto de las |te el problema | la igualdad. de una
edades de | mediante una | Suma por | ecuacion
ambos nietos | ecuacion. diferencia. cuadratica
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considerado lo [ Determinar los de Po-Shen
siguiente: valores que Loh.
Un abuelo tiene | satisfacen la El conjunto
67 aflos y sus |ecuacion de los
dos nietos tienen | mediante el nameros
3y 4 afos. método de reales es

resolucion de un cuerpo.

Po-Shen Loh.

Analizar las

soluciones

acordes al

problema.
Determinar Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
cuantas incégnitas. expresiones cuadratica.
personas Representar algebraicas. Método de
asistieron a un [ algebraicamen | Propiedades de | resolucién
asado te el problema | la igualdad. de una
considerando lo | mediante una | Suma por | ecuaciéon
siguiente: ecuacion. diferencia. cuadratica
Un curso | Simplificar la de Po-Shen
organiza un | ecuacion. Loh.
asado de fin de | Determinar los El conjunto
afo, para el cual | valores  que de los
una persona se | satisfacen la nameros
encarga de las |ecuacion reales es
compras y gasta | mediante el un cuerpo.

$45.000, dinero

que sera
devuelto
mediante una

de
resolucion de
Po-Shen Loh.

Analizar

método

las
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cuota gue | soluciones

pagara cada | acordes al

participante del | problema.

asado. Pero seis

personas  que

habian dicho que

no irfan,

cambiaron de

opinidn y asisten

al asado.

Entonces la

cuota por

persona

disminuye $250.

Determinar el | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion

ancho de un |incoOgnitas. expresiones cuadratica.

marco de pintura | Representar algebraicas. Método de

considerando lo | algebraicamen | Propiedades de | resolucion

siguiente: te el problema | la igualdad. de una

El marco de una | mediante una | Cuadrado de | ecuacion

pintura mide 18 | ecuacion. binomio. cuadratica

cm por 14 cm. La | Determinar los | Caracteristicas y | por

pintura ocupa valores que | propiedades de | completaci

192 cm?. satisfacen la | un cuadrilatero. | 6n de
ecuacion Sistema de | cuadrados.
mediante el | medicién por | EI conjunto
método de | asignacion de | de los
resolucion por | valores. nameros
completacion reales es
de cuadrados. un cuerpo.
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Analizar  las Funcion
soluciones area.
acordes al Funcion
problema. medida.
Paralelogra
mos,
clasificacio
n y
propiedade
S.
Hallar el lado de | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
un cuadrado | incognitas. expresiones cuadratica.
cuya diagonal | Representar algebraicas. Método de
mide 3 cm mas | algebraicamen | Propiedades de | resolucion
gue un lado. te el problema | la igualdad. de una
mediante una [ Cuadrado de | ecuacion
ecuacion. binomio. cuadratica
Determinar los | Caracteristicas y | por
valores  que | propiedades de | completaci
satisfacen la | un cuadrilatero. | 6n de
ecuacion Sistema de | cuadrados.
mediante el | medicién por | EI conjunto
método de | asignacioén de | de los
resolucion por | valores. nameros
completacion reales es
de cuadrados. un cuerpo.
Analizar las Funcion
soluciones area.
acordes al Funcion
problema. medida.
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Cuadrado y

sus
propiedade
S.
Teorema
de
Pitagoras.

10 |La suma de los | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
cuadrados de | incégnitas. expresiones cuadrética.
tres nameros | Representar algebraicas. Método de
pares algebraicamen | Propiedades de | resolucion
consecutivos es | te el problema | la igualdad. de una
596. Determinar [ mediante una | Cuadrado de | ecuacion
el mayor entero | ecuacion. binomio. cuadratica
del trio. Determinar los utilizando la

valores  que formula
satisfacen la general.
ecuacion El conjunto
utilizando la de los
férmula nameros
general. reales es
Analizar las un cuerpo.
soluciones

acordes al

problema.

11 | Determinar el | Establecer Multiplicacion de | Ecuacion
ancho que debe | incognitas. expresiones cuadratica.
tener el pasto | Representar algebraicas. Método de
para que quede | algebraicamen | Propiedades de | resolucion
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repartido te el problema | la igualdad. de una
uniformemente | mediante una | Caracteristicas y | ecuacion
considerando lo | ecuacion. propiedades de | cuadratica
siguiente: Simplificar la | un cuadrilatero. | utilizando la
Se instalara una | ecuacion. Sistema de | formula
piscina cuyo | Determinar los | medicion por | general.
largo es de valores  que | asignhacién de | ElI conjunto
20m y cuyo | satisfacen la | valores. de los
ancho es de |ecuacion nameros
16 m. El liceo [utilizando la reales es
compré un total | formula un cuerpo.
de 160 m? de | general. Funcion
pasto  sintético | Analizar  las area.
que se pondra | soluciones Funcion
alrededor de la |acordes al medida.
piscina. Si se | problema. Paralelogra
desea utilizar mos,
todo el material clasificacio
disponible. n y
propiedade
S.

5.2 Planes de Clases.

En la seccion de anexos se adjuntan los planes de clases, en estos se detalla
el eje tematico, unidad de aprendizaje, objetivo de aprendizaje, objetivo de la

clase, actitudes, habilidades, actividades y acciones que realiza el docente.

A continuacion, se presenta un cuadro de resumen en él se exponen las

secciones de clases junto a sus objetivos.
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Numero de Objetivo de la clase
Clase

1 Identificar y plantear ecuaciones cuadraticas y sus
componentes.

2 Analizar y resolver una ecuacion cuadratica utilizando
el método de resolucion por factorizacion.

3 Resolver problemas contextualizados relacionados
con la situacion problema utilizando el método de
factorizacion.

4 Resolver guia de aprendizaje N°1 de ecuacion
cuadratica relacionada al método de factorizacion.

5 Analizar y resolver problemas que involucren
ecuaciones cuadraticas utilizando el método de
resolucion de Po-Shen Loh.

6 Resolver problemas contextualizados relacionados
con la ecuacion cuadratica utilizando el método de Po-
Shen Loh.

7 Resolver guia de aprendizaje N°2 de ecuacion
cuadrética relacionada al método de Po-Shen Loh.

8 Analizar y resolver problemas que involucren
ecuaciones cuadraticas utilizando el método de
resolucién de completacion de cuadrados.

9 Resolver guia de aprendizaje N°3 de ecuacion
cuadratica relacionada al método de completacion de
cuadrados.

10 Analizar y resolver problemas que involucren
ecuaciones cuadréticas utilizando la férmula general.
Utilizar discriminante para encontrar el numero de
soluciones de una ecuacion cuadratica.

11 Resolver guia de aprendizaje N°4 de ecuacion
cuadratica relacionada a la formula general y
discriminante.

12 Analizar y resolver problemas contextualizados sobre

ecuacion cuadratica utilizando los distintos métodos de
resolucion.
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Cabe destacar, que la sesion 12 corresponde al estudio de clases, por tanto,
el plan de clase de esta sera presentado mas adelante en el capitulo VI

relacionado propiamente al estudio de clases.

5.3 Guias de trabajo.

A continuacion, se presentan las guias realizadas para cada método de
resolucién de la ecuacion cuadratica, estas guias seran trabajadas en bloques

de 45 minutos, en las clases 4, 7,9y 11.

Liceo Politécnico

Paulina von Mallinckrodt
Departamento de Matematica

Guia método de factorizacion - 2°Medio

Ao 2022
Asignatura: | Profesor: Carolina Chihuailaf Vera — Jonathan Saavedra

Matematica | Albornoz
Correo Institucional: carolina.chihuailaf@liceopaulina.cl

Nombre:

Curso: 2° Fecha:

Contenido: Ecuacion cuadratica — Método de resolucion por factorizacion

— Productos notables.

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadraticas mediante el método de
resolucién por factorizacion.

1. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones

cuadréticas utilizando el método de factorizacion.

Ecuaciéon cuadratica Soluciones
a. x>+16x+28=0 X, =
X2
b. a?—-a—-2=0 a; =
a2 =
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c. s24+7s=30

., Ly . 1
2. Hallar la ecuacion cuadratica cuyas soluciones sean Y 3.

Desarrollo:

3. Calcular las soluciones de la siguiente ecuacién cuadratica utilizando
el método de factorizacion 2(x — 1) = 8

Desarrollo:

4. Problema:

El largo de un cuadro es 5 metros mayor que su ancho, si el area es
de 150m?. ¢ Cuales son las medidas del cuadro?

Representacion Desarrollo:
grafica
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Liceo Politécnico

Paulina von Mallinckrodt
Departamento de Matematica

Guia método de Po-Shen Loh - 2°Medio

Afio 2022
Asignatura: Profesor: Carolina Chihuailaf Vera - Jonathan
Matematica Saavedra Albornoz
Correo Institucional:
carolina.chihuailaf@liceopaulina.cl
Nombre:
Curso: 2° Fecha:

Contenido: Ecuacion cuadratica — Método de resolucion por Po-Shen Loh

— Productos notables.

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadraticas mediante el método de
resolucion de Po-Shen Loh

1. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadréticas

utilizando el método de Po-Shen Loh.

Ecuacioén cuadratica Soluciones
a. x2—x—-1=0 X, =
xz =
b. a>+10a+16=0 a, =
az =
C. s> —14s=-24 S, =
52 =
d. r2—-8r+17=0 T =
rz =
2. Problema:

Un curso organiza un asado de fin de afio, para el cual una persona se
encarga de las compras y gasta $45.000, dinero que sera devuelto

mediante una cuota que pagara cada participante del asado. Pero seis
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personas que habian dicho que no irian, cambiaron de opinion y
asistieron al asado. Entonces la cuota por persona disminuye $250.

¢, Cuantas personas asistieron al asado?

Desarrollo:

Liceo Politécnico
Paulina von Mallinckrodt
Departamento de Matematica

Guia método de completacion de cuadrados - 2°Medio

ARo
2022

Asignatura: Profesor: Carolina Chihuailaf Vera — Jonathan
Matematica Saavedra Albornoz

Correo Institucional:
carolina.chihuailaf@liceopaulina.cl

Nombre:

Curso: 2° Fecha:
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Contenido: Ecuacion cuadratica — Método de resolucion por completacion

de cuadrados — Productos notables.

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadréaticas mediante el método de
resolucion por completacion de cuadrados

1. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas
utilizando completacion de cuadrados.

Ecuacién cuadratica Soluciones
a. x>—3x—-28=0 X, =
xz =
b. a?—-6a—16=0 a, =
az =
c. y>?=2y=3 Y1 =
Y2 =
d. h24+10h—24=0 h, =
hz =

1. Problema 1:
Hallar el lado de un cuadrado cuya diagonal mide 3 cm mas que un

lado.

Desarrollo:

2. Problema 2:
La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 20 cm. Un cateto mide
4 cm mas que el otro. Encontrar la longitud de los catetos.
86




Desarrollo:

Liceo Politécnico

Paulina von Mallinckrodt
Departamento de Matematica

Guia método por férmula general - 2°Medio

Ao 2022

Asignatura: Matematica Profesor: Carolina Chihuailaf Vera —

Jonathan Saavedra Albornoz
Correo Institucional:

carolina.chihuailaf@liceopaulina.cl

Nombre:

Curso: 2° Fecha:

Contenido: Ecuacién cuadratica — Método de resolucién por férmula

general.

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadraticas mediante el método de
resolucion por formula general mediante problemas y ejercicios.
Analizar el discriminante para determinar la cantidad de soluciones de una

ecuacion cuadratica.

1. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones

cuadréticas utilizando el método por férmula general.
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Ecuacion cuadratica

a. 4x*+12x=7

Soluciones

b. 3y2 -7y +4=0

x1:

x2:

c. 5t2 =280

d. h? +7h =18

Y1 =

Y2 =
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2. Encontrar el valor de la discriminante y determinar cuantas soluciones

reales tiene cada ecuacion cuadratica.

Ecuacién cuadratica Discriminante | Cantidad
de
solucione
S
a. —x%+4x=-7
A=
b. 9y2+2=0
A=
C. 2t2—4t+2=0
A=
d. 5h? —4h =1
A=

Situacion problema:

El liceo Paulina Von Mallinckrodt busca fomentar la natacion en sus
estudiantes, para ello instalara una piscina cuyo largo es de 20 m y
cuyo ancho es de 16 m. El liceo compr6 un total de 160 m? de pasto
sintético que se pondra alrededor de la piscina. Si se desea utilizar todo
el material disponible ¢ Cual es el ancho que debe tener el pasto que

rodeara la piscina para que quede repartido uniformemente?
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Desarrollo:

5.4 Andlisis apriori de situaciones de aprendizajes claves.

En esta seccion se presentara el analisis apriori de las actividades 2, 5, 8y
10, se considera a estas clases dado que en ellas las alumnas tienen el primer

acercamiento a cada uno de los métodos.

El andlisis apriori se realiza en torno a una situacion problema de cada una de
las clases nombradas, para ello, se realizaron problemas acordes a cada

método de resolucion.

Anélisis apriori: Método de factorizacién

Situacion problema: Carlos es tres afios mayor que Lucia y la suma de los
cuadrados de ambas edades es 89. ¢ Cual es la edad de Carlos y Lucia?
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¢, Cudl es la respuesta a la situacién?

Carlos tiene 8 afios y Lucia tiene 5 afios

¢ Cuédles son los conocimientos en juego?
e Ecuacion cuadrética

e Factorizacién de trinomio

e Propiedad de productonulo (a-b=0 ©a=0V b=0)

¢, Cudles son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para
resolver la situacién?

e Producto de expresiones algebraicas.

e Reduccioén de términos semejantes.

e Factorizacion.

¢ Cudles serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para

resolver la situacion?
Estrategia 1:

La estrategia 1 estara relacionada al tanteo, las estudiantes escribiran
todas aquellas edades cuya diferencia sea de tres afios, para ello
podran realizar una tabla de valores e ir probando cual de todas las

edades cumple con la condicién de que la suma de sus cuadrados sea

igual a 89.
Edades cuya diferenciaes | Sumade cada | Resultado de la
3 edad al suma de cada
cuadrado edad al
cuadrado

1 12 + 42 17

2 22 + 52 29

3 3% + 62 45
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4 7 42 + 72 65

5 8 5% + 82 89

Luego las estudiantes notardn que las edades que cumplen la
condicion del problema son 5y 8 afios y por la descripcion del problema

concluirdn que Carlos tiene 8 afios y Lucia 5 afos.
Estrategia 2:

1. Plantear la situacion problema algebraicamente, para ello se

comenzara definiendo las incognitas:

Edad de Lucia: x

Edad de Carlos: x + 3

Por tanto, la situacién expresada algebraicamente seria:

x2+ (x+3)2=89
Resolviendo algebraicamente:

x> +x2+6x+9=89
©2x2+6x—80=0
©x?+3x—40=0
e (x-=5x+8)=0
Considerar la propiedad del productonulo (a-b =0 ©a=0V

b = 0) para resolver la ecuacion igualando cada factor a O:

x—5=0 x+8=0
sx=5 S x=-8

Obtendran que las posibles soluciones son —8 y 5, pero como
se trata de edades solo deberan considerar x = 5.

Se concluye que Carlos tiene 8 afios y Lucia 5 afios.
5. ¢Cuales son las posibles dificultades?
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e Plantear correctamente el problema.

e Analizar cuales soluciones son acordes al problema.
6. ¢Cuales serian los posibles errores de los/as alumnos/as al resolver?
e Consideran la solucion x = —8 como solucién del problema.

e Errores al multiplicar binomios, al reducir términos semejantes,
al factorizar.

e Determinar soluciones erroneas.

Analisis apriori: Método de Po-Shen Loh

Situacion problema: Necesitamos encontrar una ecuacion cuadratica cuyo
coeficiente c es igual a 28. Si una persona se para en el punto de penal y otra
persona en el otro punto de penal deberdn caminar la misma distancia para

llegar a la mitad de la cancha.

Considere que la distancia desde el inicio de la cancha a cada punto penal
representa una solucion de la ecuacién (x; y x,) y se cumplira la siguiente

propiedad:

x1 . xz =C
¢, Como representarias en la figura y algebraicamente la distancia del inicio de

la cancha a cada punto penal?

¢,Cual es la ecuacién y cuéles son sus soluciones?
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Figura 24. Representacion pictorica del problema planteado.
Fuente: Elaboracion propia.

1. ¢Cual es la respuesta a la situacion?
Pregunta 1: ¢COmo representarias en la figura y algebraicamente la

distancia del inicio de la cancha a cada punto penal?

La representacion de los datos en la figura corresponde a:

Figura 25. Representacion pictorica del problema.
Fuente: Elaboracion propia.
Mientras que la representacion algebraica es:
x;=8—-u

X, =8+u
Por otra parte, la ecuacion que representa este problema es (8 —

u)(8 +u) = 28.
Pregunta 2: ¢ Cudl es la ecuacion y cuales son sus soluciones?

El valor de u = +6, se considerara el valor positivo, dado que, se trata

de distancias, por tanto, se obtiene que x; = 2y x, = 14.

La ecuacion que tiene como soluciones x; = 2y x, = 14 es x? — 16x +
28 = 0.
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2. ¢Cuales son los conocimientos en juego?

e [Ecuacion cuadratica.
e Propiedad de productonulo (a-b=0 ©a=0V b =0)

e Suma por diferencia.

3. ¢Cuales son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para
resolver la situacion?
e Producto de expresiones algebraicas.
e Reduccion de términos semejantes.

e [Factorizacion.

4. ¢Cuales serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para

resolver la situacion?

Se considera que la representacion pictorica (Figura 26) de la situacion

planteada para todas las estrategias es la siguiente:

Se define la distancia desde cada punto de penal a la mitad de la
cancha como u, mientras que la distancia desde el inicio a cada punto

como x; Yy x, respectivamente.
Estrategia 1:
Se definex; =8—-uyx, =8+u.

Considerando la propiedad del producto nulo y que el coeficiente c es

28 se plantea la siguiente ecuacion:

8—u)(8+u) =28
Resolviendo la ecuacién utilizando suma por diferencia:

82 —u?=28
o 8% —-28 =u?
& 36 = u?
o+6=u

De acé el valor de u = +6, se considera el valor positivo dado que se

trata de distancias, entonces calculando los valores de x; y x,:
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x;=8—-u X, =8+u
©x;=8-6 ©x,=8+6
ox =2 o x, =14

Por tanto, las soluciones de la ecuacién son x; = 2y x, = 14.

Calculando la ecuacion:

(x=2)(x—14)=0
o x?—14x —-2x+28=0
o x?2—-16x+28=0

Por ltimo, se tiene que la ecuacién buscada es x? — 16x + 28 = 0
Estrategia 2:
Se definex; =8—-uyx, =8+u.

Considerando la propiedad del producto nulo y que el coeficiente ¢ es

28 se plantea la siguiente ecuacion:

B8—u)(8+u) =128
Resolviendo la ecuacion utilizando suma por diferencia:

82 —u? =28
& 82— 28 =u?
& 36 = u?
S +6=u

De acé el valor de u = 6, se considera el valor positivo dado que se

trata de distancias, entonces su representacion es:
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Figura 26. Representacion pictorica del problema con medidas.

Fuente: Elaboracion propia.

Observando la representacion se puede concluir que x; = 2, ya que,
8—-6=2yx,=14,yaque, 8+ 6 = 14.
Calculando la ecuacion:

(x—2)(x—14)=0

©x?—14x—2x+28=0

e x?—16x+28=0
Por ltimo, se tiene que la ecuacién buscada es x? — 16x + 28 = 0
5. ¢ Cudles son las posibles dificultades?

e Plantear correctamente el problema

6. ¢Cudles serian los posibles errores de los/as alumnos/as al

resolver?
e Consideran u = —6.

e Errores al multiplicar binomios, al reducir términos semejantes,
al factorizar.

e Determinar soluciones erréneas.

Anéalisis apriori: Método de completacidon de cuadrados

Situacion problema: El marco de una pintura mide 18 cm por 14 cm. La pintura

ocupa 192 cm?. Encontrar el ancho del marco.
1. ¢Cudl es la respuesta a la situacion?
El ancho del marco mide 1cm
2. ¢Cuales son los conocimientos en juego?

e [Ecuacion cuadratica

e Cuadrado de binomio
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3. ¢Cuales son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para

resolver la situacion?

e Producto de expresiones algebraicas
e Reduccion de términos semejantes
e Factorizacion

e Propiedades de los numeros racionales

4. ¢Cuales serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para

resolver la situacion?
Estrategia 1:
1. Calcular el area total del cuadro

18- 14 = 252
2. Restar el area de la pintura al area total

252 —-192 =60
3. Se tiene la siguiente representacion

Figura 27. Representacion pictorica del problema.

Fuente: Elaboracion propia.

De aca, se tiene que el area de color rojo es 60 cm?.

98



4. Se realiza el calculo por tanteo considerando medidas menores

al4dcm.

5. Se obtiene que 1 c¢m coincide con las condiciones requeridas,

por tanto, la representacion seria la siguiente:

I1cm

12 cm
]:1cm
1°T 16 cm :cm
| ) | }

Figura 28. Representacion pictérica del problema con medidas.

Fuente: Elaboracion propia.
6. Al calcular las areas por separado se tiene:
I.  Area de los rectangulos horizontales

(1+16+1)-1=18

Figura 29. Representacion pictorica del rectangulo horizontal.

Fuente: Elaboracion propia.

Il.  Area de los rectangulos verticales

12-1=12
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Figura 30. Representacion pictorica del rectangulo vertical.

Fuente: Elaboracion propia.

7. Para comprobar que el area es 60 cm? se sumaran las areas

de todos los rectangulos de color rojo

Area, ;o =12+ 12+ 18 + 18 = 60 cm?
8. Finalmente se obtiene que el ancho del marco es 1 cm.

Estrategia 2:
1. Modelar la situacion algebraicamente

(18 — 2x)(14 — 2x) = 192
2. Resolver la ecuacion

& 252 — 36x — 28x + 4x* = 192
& 4x* — 64x + 60 = 0
ox?—16x+15=0
3. Considerar el cuadrado de binomio para resolver la ecuacion

o x2 —16x = —15
o x? —16x+ 8% = —15 + 82
& (x—8)* =49

o (x—8) =449
o (x—8) =147

x=7+8=15vx=-7+8=1
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4. Analizar cual de las dos soluciones es acorde al problema, en
este caso se descartd x = 15, ya que, una de las medidas del

marco es 14 cm
5. Finalmente, se obtiene que el ancho del marco es 1 cm.
5. ¢ Cuales son las posibles dificultades?

e Plantear correctamente el problema

e Analizar las soluciones de la ecuacion

6. ¢Cudles serian los posibles errores de los/as alumnos/as al

resolver?

e Errores al multiplicar binomios, al reducir términos semejantes,
al factorizar.
e Error al completar el cuadrado de binomio

e Determinar soluciones erréneas.

Anélisis apriori: Formula general

Situacion problema: La suma de los cuadrados de tres numeros pares

consecutivos es 596. Determinar el mayor entero del trio.
1. ¢Cudl es la respuesta a la situacion?
El nimero entero mayor del trio es 16.
2. ¢Cudles son los conocimientos en juego?

e [Ecuacion cuadratica
e Cuadrado de binomio

e Formula general

3. ¢Cuales son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para

resolver la situacion?

e Producto de expresiones algebraicas
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e Reduccioén de términos semejantes

e Propiedades de los numeros racionales

4. ¢Cuales serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para

resolver la situacion?

Estrategia 1:

1. Realizar por tanteo una tabla en la que se consideren tres

ndameros pares consecutivos hasta que la suma de los

cuadrados sea 596.

N; N, N, Suma de | Resultado
cuadrados
2 4 6 22 442 + 62 56
4 6 8 42 + 6% + 82 116
6 8 10 6% + 82 + 1072 200
8 10 12 82 + 102 + 122 308
10 12 14 102 + 122 440
+ 142
12 14 16 122 4 142 596
+ 162

2. Se obtiene que los numeros pares buscados son 12, 14y 16.

3. Finalmente se obtiene que el nimero par mayor es 16.

Estrategia 2:

1. Modelar la situacion algebraicamente

(2x)% + (2x + 2)*> + (2x + 4)*> = 596
& 4x% + 4x% + 8x + 4+4x% 4+ 16x + 16 = 596
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© 12x% +24x - 576 =0
©x?+2x—48=0
2. Aplicar la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas:

L T2V (2)? - 4()(48)

2(1)

2 + V196

YT

2% 14
T
Las soluciones serian:
_—2+14_6 v _—2—14_ g
X = > = x = > =

3. Finalmente, se obtiene que el valor de x = 6, asi los niumeros
serian 12, 14 y 16.

4. El nimero mayor del trio ser& 16.
5. ¢Cuales son las posibles dificultades?

e Plantear correctamente el problema.

e Analizar las soluciones de la ecuacion.
6. ¢Cuales serian los posibles errores de los/as alumnos/as al resolver?

e Error al identificar los coeficientes de la ecuacion.
e Errores al multiplicar binomios, al reducir términos semejantes.
e Determinar soluciones erréneas.

e Error al aplicar la férmula general.
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CAPITULO VL.

ESTUDIO DE CLASES.

En este capitulo, se presenta el Estudio de Clase basado en la resolucién de
problemas. El proceso se realiza en tres etapas: la primera corresponde a la
discusion sobre la clase que ha sido disefiada por el equipo de trabajo; la
segunda es la aplicacién de la clase por un integrante del grupo de trabajo, en
nuestro caso, la clase fue grabada y editada, rescatando los momentos mas
importantes de la misma; la tercera etapa consiste en discutir sobre lo

observado en la clase desde el ambito matematico-didactico.

De esta forma, dentro del capitulo se presentan 5 elementos, Descripcion de
la clase disefiada; Plan de clase en forma detallada; Experimentacion de la
clase; Discusion de la clase; y Reflexion sobre el proceso de Estudio de

Clases y aprendizajes profesionales.

6.1 Descripcion de la clase disefiada.

A continuacion, se describe la sesion del Estudio de Clase para el Seminario
de Titulo, la que se llevo a cabo el martes 25 de octubre del afio 2022. Se
realiz6 al finalizar la subunidad de ecuacién cuadrética, especificamente en la
clase n° 12, por lo tanto, las estudiantes ya tenian conocimiento sobre los
distintos métodos de resolucion de una ecuacién cuadratica (vistos en
Capitulo II). El objetivo de dicha sesién fue analizar y resolver un problema
contextualizado sobre ecuacion cuadratica utilizando los distintos métodos de
resolucion. Esta actividad se implementd en el curso segundo medio A,

asistieron un total de 18 alumnas.

La clase disefiada trata de una situacion problema, para la cual las escolares
dispusieron de 1 hora y 30 minutos para abordarlo, el desarrollo de esta sesion

se realiz6 considerando la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD), propuesta
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por Guy Brousseau, citado en Avila (2001), es por ello que la clase transitd
por las distintas fases de esta teoria: se comenz6 con la Situacion de Accion,
aqui, las estudiantes abordaron el problema individualmente (en 6.2 se detalla
el tiempo de cada fase), luego, pasando a la Situacion de Formulacion, las
alumnas realizaron un trabajo colaborativo en parejas o trios. Se continu6 con
la Situacion de Validacion, en donde se les solicito a tres estudiantes escribir
sus desarrollos en la pizarra (representando a sus respectivos grupos) y luego
explicarlos. Y, finalmente, el profesor realizé explicacion e institucionalizacion
del problema apoyandose de los desarrollos escritos por las alumnas en la
pizarra (y también sobre aquellos que no fueron explicados por las

estudiantes).

Por otra parte, tal como se ha mencionado anteriormente, el Estudio de Clase

corresponde a un proceso en el cual

Los profesores se rednen en grupos pequefios para realizar un estudio
sistematico, cooperativo y critico de sus practicas pedagdgicas, a través de
un ciclo que incluye la planificacion conjunta de una clase, la ejecucion de
ésta por parte de uno de sus miembros, y luego su observacion y analisis por

parte del grupo. (Ministerio de Educacion, 2019, p. 2)

Por ello, se realiz6 una planificacion en conjunto de quienes presentan este
Seminario, analizando qué tipo de situacién problema sera la adecuada para
implementar. El desarrollo de la clase fue grabado desde las instrucciones
dadas por el profesor hasta la institucionalizacion del contenido. En relacion
con el problema, a las alumnas se les entregd en una hoja que fue retirada al
finalizar la clase, con el fin de poder examinar las acciones que realizaron

tanto las estudiantes como el docente durante el desarrollo del problema.

6.2 Plan de clase en forma detallada.

A continuacion, se presenta el plan de clase, en el cual se detalla el Objetivo
de Aprendizaje, Objetivo de la clase, Habilidades, y las Actitudes que se
trabajaran. Ademas, en esta planificacion, aparecen detalladamente las
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acciones que realiza el docente durante la clase, junto a los tiempos que se

dispondran para cada periodo. Es fundamental sefialar que la sesion esta

enfocada mayoritariamente por las acciones que realizan las estudiantes, por

tanto, el docente cumple solamente el rol de guia durante esta, lo cual implica

que se limitara a responder dudas relacionadas con el enunciado e indicara

los tiempos para pasar a las distintas fases que propone la Teoria de

Situaciones Didacticas:

Plan de clase

Eje Algebra vy
tematico [ funciones

Unidad o tema Unidad 2: | Sesién
Funciones N°12
cuadraticas,
ecuaciones

cuadraticas y
la inversa de
una funcion.

Objetivo general de
unidad

Resolver, de manera concreta, pictorica y
simbdlica, o usando herramientas tecnoldgicas,
ecuaciones de la forma:

e ax’=b
(ax + b)? =c

e ax’+bx=0

e ax’+bx=c
(a, b, c son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de
aprendizaje

Analizar y resolver un problema contextualizado
sobre ecuacidn cuadratica utilizando los
distintos métodos de resolucion.

Habilidad

OAH a
Resolver problemas utilizando estrategias como
las siguientes:
e Simplificar el problema y estimar el
resultado.
e Descomponer el problema en
subproblemas mas sencillos.
e Buscar patrones.
e Usar herramientas computacionales.

OAH b
Evaluar el proceso y comprobar resultados y
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soluciones dadas de un problema matematico.

OAH ¢
Utilizar lenguaje matematico para identificar sus
propias ideas o respuestas.

OAH h

Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional
para resolver problemas cotidianos y para
representar patrones y fenébmenos de la ciencia
y la realidad.

OAH j

Ajustar modelos, eligiendo los parametros
adecuados para que se acerqguen mas a la
realidad.

Actitud OAA A
Abordar de manera flexible y creativa la
busqueda de soluciones a problemas de la vida
diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas.
OAAD
Trabajar en equipo en forma responsable y
proactiva, ayudando a los otros, considerando y
respetando los aportes de todos, vy
manifestando disposicion a entender sus
argumentos en las soluciones de los problemas.
Momento | Actividades Intervencion Recursos de | Tiempo
sdela de Docente aprendizaje | estimado
clase aprendizaje
Inicio Situacién El profesor inicia la | - Pizarra 15 min
problema: clase, saluda al| - Plumén
Carla vende [ grupo de curso y| - Cuaderno
chocolates en | entrega la guia de | - Lapices
el kiosco de |trabajo que
un liceo. | contiene la

Compra una
cantidad de
cajas de
chocolate por

situacion problema.

Indica las
instrucciones para
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$40.000. El
dia lunes fue
a comprar
como
normalmente
lo hace y se
dio cuenta
gue se instald
una  nueva
distribuidora
de confites,
decidié ir a
preguntar por
el valor de las
cajas de
chocolate vy
esta feliz,
pues en la
primera
distribuidora,
ese dinero le
alcanza para
5 cajas
menos
porque
cuestan $400
mas.
¢Cuanto
cuesta cada
caja de
chocolate en
cada local?

el desarrollo de la
actividad y enfatiza
en que esta
comienza con una
etapa individual.

Designa unos
minutos para que
las estudiantes lean
el problema vy

escriban o]
subrayen
informacion que
consideren
importante.
Transcurrido el

tiempo el docente
indica que deben
analizar la
informacion que
aporta el problema
y proponer distintas
estrategias para su
solucion  dejando
registro en  su
cuaderno.

Desarroll
0

Las estudiantes
trabajan
individualmente en
la  solucion  del
problema.

Cuando el docente
observe que Ila
mayoria de las

estudiantes ha
propuesto algun
desarrollo les

50 min.
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indicara que deben
juntarse en grupos
de a lo mas 3
estudiantes y
compartir sus
estrategias.

Cuando el docente
observe que los
grupos terminaron
de discutir sus
ideas les solicitara

a ciertas
estudiantes

compartir sus
estrategias y

resultados con el
curso.

Durante todo el
desarrollo de Ila
actividad el docente
transitara por la
sala respondiendo
Unicamente dudas

respecto al
enunciado del
problema.

Cierre

El docente junto a
las estudiantes
ordena las ideas y
sacan conclusiones
respecto a la
situacion

problematica para
dar una respuesta

final e
institucionalizar el
contenido.

25 min.

A continuacion, se presenta el andlisis apriori del Estudio de Clase, cabe

mencionar que se realiza en torno a una situacion clave que se presenta en
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la sesion, como lo es, la situacidon problema. En este analisis se describen las
expectativas que tiene el profesor implementador antes de realizar la clase,
ademas se presentan las posibles estrategias, errores y dificultades de las

estudiantes.

1. ¢(Cual es la respuesta a la situacion? Escriba su procedimiento y
explique.
Cada caja en el nuevo local cuesta $1.600, mientras que en el antiguo

local cada caja cuesta $2.000

2. ¢Cuales son los conocimientos en juego?
e Ecuacion cuadratica
e Método de resolucion de la ecuacion cuadrética
= Factorizacion
- Po-Shen Loh
- Completacién de cuadrados

- Foérmula general

3. ¢Cuales son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para
resolver la situacion?
e Producto de expresiones algebraicas
e Reduccidén de términos semejantes
e Factorizacion.
4. ¢Cuales serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para
resolver la situacion?
Estrategia 1:
1. Definir las variables

n: cantidad de cajas; c: valor caja chocolate

2. Encontrar la ecuacién cuadratica

40.000
n-c=40.000; c=—

n
(n — 5)(c + 400) = 40.000
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40.000

S c+ 400 =

n—>5

40.000
c= — 400
n—>5
o= 40.000—:2(;%2.000 | Pero ¢ = 10:000
. 40.000 _ 40.000 — 400n + 2.000
n n—-5

< 40.000- (n—5) =n-(40.000 — 400n + 2.000)
& 40.000n — 200.000 = 40.000n — 40012 + 2.000n

. Reduccidn de términos semejantes

400n?% — 2.000n — 200.000 = 0
n?—-51-500=0

. Encontrar las soluciones de la ecuacion cuadratica

4.1 Aplicando método de factorizacion:

n—=25)-(n+20)=0

Utilizando la propiedad a-b =0 a=06b =0

1. n—25=0

on=25
2. n+20=0

on=-20
Entonces n; = 25; n, = =20

4.2 Aplicando el método de Completacion de cuadradosn? —
S5n—-500=0

o n? —5n—-5004+ 500 =500
o n? —5n =500

. 5
Luego, para completar el cuadrado se tiene que sumar S en
ambos lados de la ecuacion, por lo tanto, se tiene que: © n? —

5n + (2)2 = 500 + (3)2
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2 )

oy 20255
n=4 |+
_ 455
nEESTS

Asi, los valores posibles de n son:

4_5:25 5 45

5
m=373 n, =—-——=-20

4.3 Aplicando el método de férmula general:

Identificamos los coeficientes para sustituir en la féormula

generala =1; b = —5; c = =500

Sustituyendo se tiene:

(9 J(=5)2 — 4(1)(-500)
N 2(1)
54++v25+ 2000
2
_ 54++v2025

2

5445
en= 2

S n=

en

Entonces las soluciones son:

_5H5 e 5 — 45

ny = —
1 2 n, =

4.4 Aplicando el método de Po-Shen Loh:

-b . 5
Calculando ~ se obtiene 5

Luego, se tiene que:

5 5
n1=5+uy Ny =--U
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Ahora, utilizando la propiedad de las soluciones de la ecuacion
cuadratica se tiene que el producto de ambas soluciones es

igual a c. Por lo tanto, se tiene que:

o)) -

5 2
(= (E) - uz = —500

2

5

25 2000
4 z ¢
2025 _ ,

T_u
2025
e+ T:u-

, 45
Asi, u = i;

Tomando cualquiera de los valores de u sustituimos en n; =

5 5
~+uy n,=-——u.
2+ y nz =3

Se tiene que:
—_ 5,45 _ 5 45
n1—5+7—25 n2=___=_20

. Analizar las soluciones.

Como en el contexto se pregunta por cajas de chocolates, se

considera solo n, = 25.

. Sustituir en la ecuacion que representa el valor de cada caja de

chocolate.

40.000

Reemplazando n = 25, tenemos: ¢ = ; ¢ = $1.600

. Responder la pregunta del problema.
Cada caja en el nuevo local cuesta $1.600, mientras que en el

antiguo local cada caja cuesta $2.000
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Estrategia 2:

1. Definir las variables
n: cantidad de cajas; c: valor caja chocolate.

2. Encontrar la ecuacién cuadréatica

_40.000

n-c=40.000; n

(n + 5)(c — 400) = 40.000
. <40.000

+ 5> (c — 400) = 40.000
& 40.000 — M +5¢—2.000 — 40.000 = 0 < 40.000c —

16.000.0000 + 5¢? — 2.000¢ — 40.000c = 0

& 5¢? —16.000.0000 — 2.000c = 0
& ¢? =400 c —3.200.0000 =0

3. Encontrar las soluciones de la ecuacion cuadratica

3.1 Aplicando método de factorizacién:

(c —2000) - (c + 1600) = 0
Utilizando la propiedad a-b =0 a=00b =0

3. ¢—2000=0

< c= 2000
4. c+1600=0
s c=-1600

Entonces ¢; = 2000; ¢, = —1600

3.2 Aplicando el método de Completacidon de cuadrados

c? — 400 ¢ — 3.200.0000 = 0 & c? — 400c /+3.200.000
= 3.200.000

Luego, para completar el cuadrado se tiene que sumar
1.600.000 en ambos lados de la ecuacién, por lo tanto, se tiene

que:
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& ¢% —400c + (200)? = 3.200.000 + 40000
& (c —200)% = 3.240.000

© (c—200) = +v3.240.000
< ¢ = +1.800 + 200

Asi, los valores posibles de ¢ son:

¢; = 1.800 + 200 = 2.000 ¢, = —1.800 + 200 = —1.600

3.3 Aplicando el método de férmula general:
c? —400c —3.200.0000 =0

Identificamos los coeficientes para sustituir en la formula
generala = 1; b = —400; ¢ = —3.200.000

Sustituyendo se tiene:

_ —(—400) + /4002 — 4(1)(—3.200.000)
€= 2(1)
_ 400 ++/160.000 + 12.800.000
- 2
_ 400 ++v12.960.000

2

400 + 3.600
ST

S C

S C

Entonces las soluciones son:

¢ = 400+3.600 — 2.000 c, = 400-3.600 = —1.600
2 2

3.4 Aplicando el método de Po-Shen Loh:
c% —400c—3.200.0000 = 0

Calculando _Tb se obtiene 200

Luego, se tiene que:
¢, =200+uy ¢, =200 —-u
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Ahora, utilizando la propiedad de las soluciones de la ecuacion
cuadratica se tiene que el producto de ambas soluciones es
igual a c. Por lo tanto, se tiene que:

(200 + u)(200 — u) = —3.200.000
& (200)% — u? = —3.200.000
& (200)? + 3.200.000 = u?
© 40.000 + 3.200.000 = u?
& 3.240.000 = u?

< +1800 =u

Asi, u = £1800

Tomando cualquiera de los valores de u sustituimos en c; =

200+uy c; =200 —u.

Se tiene que:

¢; = 200 + 1.800 = 2.000 ¢, =200 —1.800 = —1.600

4. Analizar las soluciones
Como en el contexto se pregunta por el valor de las cajas de

chocolates, se considera sélo ¢; = 2.000.

5. Responder la pregunta del problema.
Cada caja en el nuevo local cuesta $1.600, mientras que en el

antiguo local cada caja cuesta $2.000

. ¢, Cuales son las posibles dificultades?

e Plantear correctamente el problema.

e Identificar las incognitas.

. ¢, Cuales serian los posibles errores de los/as alumnos/as al resolver?
Errores al multiplicar binomios, al reducir términos semejantes, al

factorizar, aplicacion de la raiz cuadrada.
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6.3 Experimentacién de la clase.

La clase se llevé a cabo el dia 25 de octubre del afio 2022, entre 08:00 y 09:30
de la mafana. De lo anterior, es necesario especificar que, de los 90 minutos

de clase, se emplearon:

e 10 minutos para que las estudiantes ingresaran a la sala, el profesor
pasara la lista y se les hiciera entrega del problema.

e 5 minutos para la lectura de instrucciones por parte del profesor, dando
lugar a dudas relacionadas estrictamente con las instrucciones, mas no
con el problema.

e 25 minutos para la Situacion de Accion, es decir, desde que leyeron el
problema hasta que terminaron de resolverlo individualmente (o, al
menos, intentarlo).

e 15 minutos para la Situacién de Formulacion, esto es, cuando se
juntaron en parejas o trios y trabajaron en la resolucion del problema.

e 20 minutos para la Situacion de Validacion, es decir, cuando las 3
estudiantes que salieron a la pizarra de manera voluntaria presentaron
sus respuestas (en representacion de sus grupos) y las comentaron al
Curso.

e 15 minutos para la Institucionalizacion, donde el profesor hizo la puesta
en comun y formalizé el contenido, en relacién con el problema y lo

realizado por las estudiantes en la pizarra.
En esta sesion, asistieron 18 estudiantes.
Dentro de las instrucciones dadas por el profesor, se encuentran:

e Dispondran de 25 minutos para leer el problema, analizarlo y proponer
estrategias de manera individual.
e Luego, tendran 15 minutos para reunirse en parejas o trios para
compartir sus estrategias de resolucion.
e Después, tendran 20 minutos para compartir sus respuestas al curso,
en la pizarra, representando a sus grupos.
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e Y finalmente, vendra la institucionalizacion del contenido.
e Respecto al problema, no habra ayuda en lo que se refiere al problema,

solamente en lo que se refiere al enunciado.

Luego de las instrucciones, el profesor entrega a las estudiantes la hoja con
la situacién problema y recalca que no habra ayuda en relacion con el

problema, dando inicio al trabajo individual.

Después de los 25 minutos correspondientes a la Situacién de Accion, el
profesor indica a las estudiantes que pueden juntarse en parejas o trios para
compartir sus respuestas y complementarlas con las que tienen, o bien,
aguellas que no hayan terminado, puedan seguir avanzando de manera
grupal. En estos momentos, aparecen preguntas como:

e “;Como se hace?”
e “Profe, esta bien?”
e “;Como voy?”

e “Profe,  me puede revisar esto?”

Para cada una de las preguntas, la respuesta siempre fue “no puedo

responder ese tipo de preguntas”.

Después de que el profesor observd que la mayoria de las estudiantes habia
resuelto el problema, dividio la pizarra en tres y solicité que tres estudiantes
fueran voluntariamente a escribir y explicar su desarrollo. Mientras esto
ocurria, una estudiante (llamada “Estudiante 1”), dijo “profe, ¢por qué a la
estudiante X le quedd en menos y a mi me quedo todo en mas?”, a lo que el
profesor respondié “porque aqui era x —5”. Luego, otra alumna (llamada
“Estudiante 2”), pregunté: “profe, ¢ puedo ocupar la férmula general?”, a lo que

el docente respondio “puedes utilizar el método que mas te acomode”.

Cuando una de las estudiantes que sali¢ a la pizarra voluntariamente terminé
de escribir el desarrollo, el profesor solicité al curso que se quedaran en

silencio para poder escuchar la explicacion de su compafiera.
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La primera estudiante en escribir su desarrollo en la pizarra (llamada
“Estudiante 3”), explica su desarrollo comenzando con la definiciéon de las
incégnitas, expone cdmo se forma la ecuacién cuadrética y la resuelve
utilizando la formula general de la ecuacion cuadratica, de la que se obtienen
dos soluciones, una negativa y otra positiva. la Estudiante 3, indica que solo
sirve la solucién positiva dado que “los precios no pueden ser negativos”, y
culmina su explicacion comentando que se debe reemplazar la solucion
obtenida, en la ecuacién que determina la cantidad de cajas, obteniéndose
20. A continuacion, se presenta una imagen del desarrollo que realizé la

Estudiante 3 en la pizarra:

Figura 31. Desarrollo del problema escrito por Estudiante 3.

Fuente: Respuesta de estudiantes.

Luego, la segunda alumna en salir voluntariamente a la pizarra (llamada
“Estudiante 4”), explica su desarrollo estableciendo otras incognitas, por lo
tanto, llega a una ecuacion con distintos coeficientes que los de la Estudiante

3, sin embargo, ella utilizé el método de resolucién de Po-Shen Loh. Cabe
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destacar que la alumna no realiz6 todo el desarrollo en el pizarrén, puesto que
fue la dltima en comenzar a escribir, pero, al momento de explicar, hizo énfasis
en como continuaba. En la figura 34 se presenta una imagen del desarrollo

que realizé en la pizarra:

Figura 32. Desarrollo del problema escrito por Estudiante 4.

Fuente: Respuesta de estudiantes.

Por ultimo, la tercera estudiante que salié voluntariamente a la pizarra
(lamada “Estudiante 5”), explico el desarrollo del problema de manera similar
a Estudiante 4, pero, para resolver la ecuacidon cuadratica utilizé la férmula
general de la misma. A continuacién, se presenta una imagen del desarrollo

que realizo en la pizarra:
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Figura 33. Desarrollo del problema escrito por Estudiante 5.

Fuente: Respuesta de estudiantes.

Luego de la explicacion realizada por las 3 estudiantes, el profesor utilizé los
registros que dejaron en la pizarra para volver a explicar el desarrollo del
problema, haciendo énfasis en cémo se encontraba cada incégnita y la
ecuacion cuadrdatica, para llegar a la solucién (considerando que sélo una era
correcta, en este caso). Luego, se retiraron las hojas con los desarrollos de

las estudiantes y se dio por finalizada la clase.

6.4 Discusion de la clase.

Dentro de la fase de Metodologia del Estudio de Clases, se presenta una fase
de Revision que incluye a los observadores y, segun Mena (2007)

Comienza con un breve preambulo en que el profesor que impartié la clase
explica su proposito. Sobre la base del plan de ensefianza distribuido de
antemano, se explicitan conceptos acerca de los materiales pedagogicos y
caracteristicas o estatus de los alumnos, de acuerdo con cada etapa de la
clase, y los propésitos de cada problema y actividad realizados en ella. Luego,

cada participante expresa opiniones y pregunta acerca de los problemas
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dados en la clase y el rol formativo del profesor, asi como acerca de las

expresiones y actividades de aprendizaje de los alumnos. (p. 3)

De lo anterior, es importante sefialar que esta fase se realizO de manera
presencial junto al grupo de seminaristas y la Dra. Maria Soledad Montoya.
Esta instancia de revision se llevo a cabo mediante la observacion del video
de la clase presentada anteriormente. Durante la sesion, se realizaron
comentarios, opiniones y sugerencias referidas a las acciones realizadas por
el profesor implementador y las estudiantes, las cuales se especifican a

continuacion.
En relacién con los aspectos de caracter pedagdgico:

e Se promueve la autonomia por parte del estudiante, pues el docente
no lee la situacion problema y permite que las estudiantes trabajen sin
intervencién por parte de él. De lo anterior, es importante sefialar que
esta accion se relaciona con el contrato didactico existente entre el
profesor y los alumnos, estableciendo las acciones a realizar por cada
una de las partes. En relacién con ello, Avila (2001), sefiala que

[En todas las situaciones didacticas] Se establece una relaciéon que
determina - explicitamente en una pequefa parte, pero sobre todo
implicitamente - lo que cada participante, el profesor y el alumno, tiene
la responsabilidad de hacer y de lo cual sera, de una u otra manera,
responsable frente al otro. Este sistema de obligaciones reciprocas se
parece a un contrato (...) lo que nos interesa de ese contrato es la

parte especifica del contenido, es decir, el contrato did4ctico. (p. 10)

e Se fomenta la participacion de todas las estudiantes en la Situacion de
Formulacién (cuando las alumnas trabajan en parejas o trios).

e Se impulsa la libre participacion de las estudiantes en representacion
de sus respectivos grupos, evitando que sea el profesor quien escoja a

las alumnas emitiendo algun juicio de valor.

En cuanto a los relacionados con el aspecto didactico:
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Se presenta un efecto Topaze en algunos momentos de la clase. Al
respecto, cabe destacar que, segun Brousseau, citado en Guzman et

al. (2020), un efecto Topaze

Se caracteriza por que el estudiante llega a la solucién de una
situacion dada apoyado por medios externos; esto significa que, ante
una situacién dada, el profesor evita la elaboracién de una respuesta
por parte del alumno, al darle sefiales para que el alumno dé la

respuesta que él espera. (p. 655)

Dicho lo anterior, se produjo un efecto Topaze cuando:

Una alumna le pregunté al profesor, “;podemos elegir el método que
nosotras queramos?”, y €l respondio “claro, después de que lleguen a
la ecuacién cuadratica pueden utilizar cualquiera de los métodos”. La
respuesta anterior pudo haber afectado la dificultad del problema,
puesto que el profesor entreg6 sefales indicando que debian llegar a
una ecuacién cuadratica.

Una estudiante dice, “profe, i por qué a la estudiante X le quedd en
menos y a mi me quedo todo en mas?”, a lo que el profesor respondié

“porque aqui era x — 5”7, entregando la respuesta a la alumna.

Una alumna pregunto, “profe, ¢ puedo ocupar la formula general?”, a lo
que el docente respondid “puedes utilizar el método que mas te
acomode”, afirmando que, efectivamente, debian utilizar uno de los

métodos de resolucion de la ecuacion cuadratica vistos en clases.

Cuando el profesor entreg6 la ultima instruccion, sefalé “respecto a la

actividad, no habra ayuda en lo que se refiere al problema, solamente en lo

que se refiere al enunciado”. Si el profesor hubiese leido el enunciado (o parte

de él), podria haber entregado sefiales de coémo debian proceder al darle

enfasis en alguna frase del problema, provocando asi un efecto Topaze.

Ademas, continuando con los aspectos relacionados al caracter didactico, es

importante sefalar que, durante la clase, los errores de las estudiantes no se
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utilizaron como una instancia de aprendizaje. Si el profesor hubiese
seleccionado algun error presente en el desarrollo del problema que las
estudiantes escribieron en la pizarra, hubiese sido beneficioso al momento de
institucionalizar el contenido. Respecto al uso del error como una instancia de

aprendizaje, Guerrero et al (2013), sefala que

Los maestros pueden y deben crear el escenario para que el estudiante
acierte, y que, en los intentos fallidos, aprenda y recree la necesidad de
pensar de manera distinta, de que también tenga la oportunidad de evaluar
su situaciéon particular y los efectos en los demas, para que, con criterio y
posicion critica, deconstruya y fundamente teoria nueva, se proyecte desde
Sus propias experiencias para caminar por un sistema que funciona por

aceptacion general. (p. 17)

Por lo tanto, cada comentario y sugerencia que aparecen luego de analizar el
video del Estudio de Clase debe ser considerado en la siguiente planificacién
0 propuesta de clase, incluyendo a los profesores que participaron de dicho
Estudio.

6.5 Reflexién sobre el proceso de Estudio de Clases y aprendizajes
profesionales.

En primera instancia, reflexionando sobre el proceso de Estudio de Clases,
previamente el profesor implementador se encontraba seguro al momento de
realizar la clase, dado que, ya habia trabajado dos semestres junto al mismo
curso por lo que existia un vinculo profesor-alumna, sin embargo, se
encontraba ansioso porque esta sesion era grabada y no queria cometer
errores. También, existia una preocupacion de como abordarian el problema
las estudiantes, pues, no estaban acostumbradas a trabajar regularmente con
problemas de este tipo, a pesar de ver algunos similares en las sesiones de

clases anteriores, no eran suficientes para tener un ritmo de trabajo constante.

Al comenzar la clase, el docente indicé las instrucciones de trabajo

mencionando que solo responderia dudas relacionadas al enunciado de la
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situacion problema, realizé esta accién para promover el trabajo autbnomo y

evitar cometer un efecto Topaze al responder las preguntas.

Durante el desarrollo de la clase, el clima de aula fue positivo, entendiendo a

modo general un clima escolar positivo a

Aquellos en que se facilita el aprendizaje de todos quienes lo integran; los
miembros del sistema se sienten agradados y tienen la posibilidad de
desarrollarse como personas, lo que se traduce en una sensacion de
bienestar general, sensaciébn de confianza en las propias habilidades,
creencia de la relevancia de lo que se aprende o en la forma en que se
ensefia, identificacion con la institucion, interaccién positiva entre pares y con

los demas actores. (EducarChile, 2008, p. 4)

Sin dudas, el clima favorecio a las estudiantes y nace la reflexion ¢Coémo
mantener un clima de aula que facilite de mejor forma el aprendizaje de las

estudiantes?

A modo general, un clima de aula que favorece el desarrollo de las estudiantes
es aquel en que las estudiantes sienten el apoyo necesario de sus pares y
profesores, ademas respetan sus diferencias. Por otro lado, “la posibilidad de
que la escuela sea significada por el alumno como una experiencia
emocionalmente positiva va a depender en gran medida del ambiente que
logren crear los alumnos y los profesores en el contexto educacional’
(Ascorra, P. et al., 2003, p. 120)

Por otra parte, la clase disefiada se enfoca en la habilidad de resolver
problemas propuesta por el Ministerio de educacion (2015), cuyo proposito es
“se habla de resolver problemas (en lugar de ejercicios) cuando la o el
estudiante logra solucionar una situacion problematica dada, contextualizada
0 no, sin que se le haya indicado un procedimiento a seguir” (p. 97), sin
embargo, en el contexto del curso, la mayoria de las alumnas no estaban
acostumbradas a resolver situaciones problemas previo a la implementacion

de la secuencia de ensefianza aprendizaje, lo que dificultd el desarrollo de la
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actividad, de hecho, 4 alumnas no registraron nada en la hoja entregada, por
lo que nos surge la pregunta ¢ Qué estrategias se pueden utilizar con aquellas
estudiantes que no comprenden cOmo resolver una situacion problema?, pues
se desconoce la razon porque no hicieron nada, se especula que puede ser
porque no entienden como resolver el problema, o bien, simplemente

deseaban hacer nada en esta clase.

Se considera fundamental la accién que deberia realizar el docente frente a
este tipo de situaciones, pues €l deberia ser el encargado de monitorear el
aprendizaje de todas las estudiantes y evitar este tipo de situaciones. En este
caso, la participacion de las estudiantes en el aula estara condicionada por

algunos factores.

Por una parte, dependera de las significaciones de los profesores acerca de
ésta, las que, a su vez, estaran influidas por las racionalidades que informan
sus practicas docentes. Por otra, dependera de la naturaleza de las
oportunidades que propicia el profesor para que los estudiantes se puedan o
no involucrar activamente en sus procesos formativos, decidiendo quien toma
la iniciativa, incorporando o desechando sus contribuciones segun su
pertenencia 0 segun su viabilidad. En definitiva, dependera casi

exclusivamente del profesor. (Prieto, 2005, p. 28)

Sobre la accion que debe realizar el docente para promover la habilidad de

resolver problemas, Simonsen (2015), menciona que

Esto plantea a los docentes y directivos de las escuelas y también a los
formadores de los futuros profesores un nuevo desafio, sobre todo porque la
resolucion de problemas parece estar ausente de la formacion inicial y de las

aulas escolares.

En efecto, este es un problema que supera a las estudiantes del liceo, sin
embargo, se considera fundamental como futuros profesores promover el

desarrollo de esta habilidad, pues se considera que

La resolucion de problemas es sin duda una llave para el aprendizaje integral

de los estudiantes. Involucra todos lo que los nifios saben de una situacion,
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asi como lo que pueden observar en ella, y los insta a probar soluciones que
les hacen pensar, asumiendo riesgos, asi como procesos metacognitivos

para comprobar resultados y reflexionar sobre lo realizado. (EducarChile, s.

)

Con respecto a las acciones realizadas por el profesor implementador,
durante la observacion del video se presencio la recurrencia al efecto Topaze
en tres ocasiones, recordando que es “aquella circunstancia en donde el
estudiante llega a la solucién de un problema, pero no ha sido por sus propios
medios, sino porque el profesor asume la resolucion del problema” (Chavarria,
2006, p. 3), si bien el docente no indico la solucién al problema como tal, si
dio indicios de como se debia llegar a esta, pues, indicé que luego de llegar a
una ecuacion cuadratica podian utilizar el método de resolucion que mas les
acomode. Cabe mencionar que este era uno de los temores del docente antes
de realizar la clase, pues si bien en ocasiones puede ser utilizada como un

altimo recurso, es importante no abusar de ella.

Continuando, se pudo observar la buena relacion entre el profesor
implementador y las alumnas, se nota que existe un buen clima de aula que
promueve el respeto entre el grupo de curso y el profesor. Se considera
fundamental promover este tipo de relacién, ya que, se habla de personas
afectuosas y la confianza que deposita el docente en las estudiantes puede
ser muy enriquecedora en cuanto a su disposicion por aprender. Se observo
que el docente en todo momento motivo al curso para resolver el problema,
siempre les indicé que tenian todas las capacidades para desarrollar la
situacion exitosamente, él depositdé toda su confianza en las escolares, en
relacion con el tacto que posee el profesor en su quehacer pedagogico van
Manen (1998) menciona que

Por tanto, la esperanza se refiere a lo que nos proporciona la paciencia y la
tolerancia, la creencia y la confianza en las posibilidades de nuestros nifos.
Los nifios que sienten nuestra confianza se ven animados a confiar en si
mismos. La confianza nos hace capaces. La esperanza confiada es nuestra

experiencia de las posibilidades y el desarrollo del nifio. Esta confianza
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permite que el nifio pueda confiar en sus propias posibilidades y en su

desarrollo. (p. 82)

En consecuencia, la confianza que proporciona el profesor cumple un rol
fundamental en el proceso de ensefianza, asi como también, los lazos
afectivos que se generan con los y las estudiantes son importantes en el

guehacer docente.

Por otra parte, se sabe que todas las alumnas aprenden de manera distintas,
por ello, es importante que, al momento de ensefar un nuevo contenido, este
se explique de diferentes maneras, pues, todos/as los/as alumnas/os pasar

por procesos cognitivos diferentes

Por eso, cuando dos estudiantes, cada uno por su cuenta, le piden ayuda al
profesor para que les expligue una tarea o un problema de caracteristicas
similares, el profesor puede tranquilamente sugerir a uno de ellos que lo
vuelva a considerar detenidamente mientras que igual de tranquilamente
puede animar al otro sin separarse de él, ayudandole en su presencia a

resolver el problema. (van Manen, 1998, p. 200)

Relacionando lo mencionado por Van Manen con lo observado en la clase, es
que se considera tan importante la situacibn de validacion e
institucionalizacion del contenido, ya que, por una parte, las mismas
estudiantes tuvieron las oportunidades de compartir estrategias o apoyarse en
caso de ser necesario en la solucion de la situacidén problema, y ademas, el

profesor institucionaliza el problema.

A modo de sintesis, se realizé una reflexion sobre las practicas pedagogicas,
considerando como fomentar un clima de aula positivo, las dificultades
presentadas relacionadas a la habilidad de resolucion de problemas, la
confianza que deposita el docente en las estudiantes y los procesos de
aprendizaje. El aprendizaje profesional que dejaron estas reflexiones se basa
principalmente en el quehacer docente, ya que, se cree un desafio importante
considerar estas reflexiones al momento de presentarse frente a un curso,

pues es importante tener presente que trata de personas afectuosas y las
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relaciones que se tengan con ellas sera considerable al momento de realizar

las clases.
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CAPITULO VL.

ANALISIS DE RESULTADOS.

En el presente capitulo, correspondiente a Andlisis de resultados, se trabajan
las resoluciones de las estudiantes producidas en la experimentacion de la
clase y luego, se contraponen con las ideas previas de la secuencia didactica
(esta es la ultima fase de la Ingenieria Didactica). Analizando los resultados,
podremos responder a nuestra pregunta de investigacion, sobre qué acciones
0 estrategias utilizan los estudiantes para la busqueda de técnicas de

resolucion de ecuaciones cuadraticas.

Inicialmente, se presenta un Analisis aposteriori considerando aquellas clases
en las que hubo aprendizajes claves, es decir, se hara una seleccion entre las
12 sesiones. Por otro lado, se realiza una confrontacion entre los Analisis

apriori y aposteriori.
7.1 Analisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje
claves.

Para el andlisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje

claves, se seleccionaron las clases 2, 5, 8, 10y 12.

Se escogio la clase 2, porque en ella se propone inicialmente el método de
resolucion de una ecuacion cuadratica por factorizacion, sin que las

estudiantes conozcan (aun), el método.

De la misma forma con la clase 5, se eligié porque se propone primeramente

el método de resolucién de una ecuacion cuadratica por Po-Shen Loh.

Continuando con el mismo criterio, se escogieron las clases 8 y 10 porque se

propusieron inicialmente los métodos de resolucion de una ecuacién
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cuadratica por Completacion de cuadrados y por Formula general,

respectivamente.

Para la clase 12, se eligidé una situacion de ensefianza y aprendizaje clave
porque se implementdé el Estudio de Clase, que trataba de una situacion

problema que involucra cualquiera de los cuatro métodos vistos en clases.

7.1.1 Andlisis aposteriori de la situacion de ensefianza y aprendizaje de
la clase 2.

Esta clase corresponde a la sesion 2, la clase se realiz6 un martes y asistieron
un total de 21 estudiantes, durante la actividad se plantea la primera situacion

problema, que dice lo siguiente:

- Carlos es tres afilos mayor que Lucia y la suma de los cuadrados de

ambas edades es 89. ¢ Cual es la edad de Carlos y Lucia?

En este caso, las estudiantes debian trabajar el problema en su cuaderno,

para luego mencionar las estrategias utilizadas.

Estrategias

Respecto de la Estrategia 1 mencionada en Capitulo V, especificamente en
5.4 Analisis apriori de situaciones de aprendizajes claves de la sesion 2, dos
de las estudiantes responden a la pregunta utilizando el tanteo, argumentando
que 52 = 25 y que 82 = 64 y que al sumarlos da como resultado 89, por lo

tanto, la edad de Carlos es 8 afios y la de Lucia 5 afios.

Por otro lado, cinco estudiantes plantean la Estrategia 2, es decir, plantean la
situacion algebraicamente y de manera correcta llegando a la ecuacion
cuadratica, sin embargo, solo una de ellas llega correctamente a las

soluciones, respondiendo correctamente las edades.

Dificultades
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Respecto de las dificultades expuestas en el andlisis apriori se observo, por
una parte, que la mayoria de las estudiantes presentan obstaculos en el
planteamiento del problema, puesto que, no comprendian como pasar del
lenguaje natural al lenguaje matematico. Por otra parte, se observo que las
alumnas presentan dificultades para analizar las soluciones del problema,

dado que, consideraron que ambas soluciones estaban correctas.
Errores

De las estudiantes que plantearon el problema de manera algebraica, se
pudieron evidenciar algunos de los errores mencionados, por ejemplo, al
multiplicar binomios, llegando a ecuaciones cuadréticas incorrectas. También,
se pudieron ver errores al simplificar la ecuacion cuadratica. Por ultimo, otro
de los errores observados fue la factorizacién de trinomio, pues, los nimeros

utilizados en la factorizacion no eran acordes a la ecuacion propuesta.

Enfogue tedrico

Se observo que las estudiantes no pasaron por la situacion de accion, ya que,
desde que les presento la situacién problema, ellas comenzaron a trabajar
inmediatamente en duplas o trios comentando sus ideas, situandose
inmediatamente en la situacion de formulacion. Por otra parte, la clase
continud con la situacion de validacién, el profesor implementador solicité a
una estudiante escribir y explicar sus estrategias de manera voluntaria, cabe
destacar que la estudiante que salié a delante de la sala escribié un desarrollo
correcto por lo que no se logro utilizar el error como una instancia de
aprendizaje (en esta ocasion). Luego, el profesor institucionaliza el método de

factorizacién, haciendo énfasis en las distintas estrategias utilizadas.
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7.1.2 Analisis aposteriori de la situacion de ensefianza y aprendizaje de

la clase 5.

La clase corresponde a la sesion 5 que se realizé un martes y asistieron 25
estudiantes, para el desarrollo de la clase se considero la siguiente situacion

problema:

- Necesitamos encontrar una ecuacion cuadratica cuyo coeficiente ¢ es
igual a 28. Si una persona se para en el punto de penal y otra persona
en el otro punto de penal deberan caminar la misma distancia para

llegar a la mitad de la cancha.

Figura 34. Representacion pictorica del problema planteado.

Fuente: Elaboracion propia.

¢ Como representarias en la figura y algebraicamente la distancia del
inicio de la cancha a cada punto penal?

Considere que la distancia desde el inicio de la cancha a cada punto
penal representa una solucion de la ecuacion (x; y x,) y se cumplira la
siguiente propiedad:

X1 X =C
¢, Cual es la ecuacion y cuéles son sus soluciones?

Las estudiantes desarrollaron el problema en su cuaderno y luego explicaron

Sus estrategias a sus compairieras.

Estrategias

Respecto de la Estrategia 1 mencionada en Capitulo V, especificamente en
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5.4 Analisis apriori de situaciones de aprendizajes claves de la sesion 5, se
registr6 que dos estudiantes lograron llegar a la respuesta utilizando esta
estrategia, sin embargo, 5 estudiantes iniciaron su desarrollo utilizando este
planteamiento, pero cometieron errores algebraicos por lo que no llegaron a

la respuesta correcta.

Luego, se observl que una estudiante utilizé la estrategia 2 exitosamente, en
cambio, 3 alumnas iniciaron el desarrollo del problema utilizando esta

estrategia, pero dejaron incompleta.
Dificultades

Respecto a las dificultades, tal como se previé en el analisis apriori, gran parte
del alumnado presentd dificultades en el planteamiento del problema, pues no

comprendian cédmo relacionar la cancha con la ecuacién cuadratica.
Errores

La mayoria de las estudiantes cometid los errores previstos en el analisis
apriori, ya que, muchas alumnas presentaron errores en la reduccién de
términos semejantes, multiplicar binomios y consideraron las medidas de la

cancha negativas.

Enfogue tedrico

Al comienzo de la clase, especificamente cuando el profesor implementador
presenta la situacion problema a las estudiantes, hace énfasis en que primero
deben analizar el problema individualmente, pues, se encuentran en la
situacion de accion, de esta forma se logra apreciar el primer contacto que
tienen las estudiantes con el problema, se pudo observar a las alumnas
trabajar graficamente y algebraicamente en encontrar la ecuacién cuadratica.
Luego, el docente indica el momento en que deben trabajar grupalmente y
compartir sus ideas, por lo que, las estudiantes se reunieron en duplas o trios
y finalizaron el desarrollo del ejercicio, pues, en la situacién de accién nadie
habia alcanzado a encontrar la respuesta al problema. Finalmente el profesor
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solicita que dos estudiantes salgan (de manera voluntaria) al pizarrén a
escribir y explicar sus estrategias, pero las alumnas que participaron utilizaron
la misma estrategia (estrategia 2), por lo que el profesor al momento de
realizar la institucionalizacion del método de Po-Shen Loh, lo hizo haciendo

énfasis en la otra estrategia que se podria utilizar (estrategia 1).

7.1.3 Analisis aposteriori de la situacion de ensefianza y aprendizaje de

la clase 8.

Esta clase corresponde a la sesion 8, la clase se realizd un lunes y asistieron
un total de 26 estudiantes, durante la actividad se plantea la siguiente

situacién problema:

- El marco de una pintura mide 18 cm por 14 cm. La pintura ocupa

192 ¢cm?. Encontrar el ancho del marco.

En este caso, nuevamente las estudiantes debian trabajar el problema en su
cuaderno, para luego mencionar las estrategias utilizadas frente a sus

compaferas.

Estrategias

Respecto de la Estrategia 1 mencionada en Capitulo V, especificamente en
5.4 Analisis apriori de situaciones de aprendizajes claves de la sesién 8,
ninguna de las estudiantes plante6 el problema graficamente, por lo tanto, la

Estrategia 1 no fue utilizada.

En relacion con la Estrategia 2, 9 estudiantes modelaron el problema
algebraicamente, 3 de las estudiantes llegaron a la ecuacion cuadratica sin
simplificar, 3 de las estudiantes llegaron a la ecuacién cuadratica simplificada
y 3 estudiantes llegaron a ecuaciones cuadraticas incorrectas. Respecto del
método, 4 de las estudiantes realizaron el método de manera correcta,
llegando a las soluciones de la ecuacion, no obstante, sélo 3 respondieron

correctamente al problema.
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Dificultades

Respecto de las dificultades propuestas, nuevamente se observd que la
mayoria de las estudiantes no pudieron plantear el problema de manera
correcta. Por otro lado, 1 de las estudiantes llegd correctamente a las
soluciones de la ecuacién, pero no analizé dichas soluciones con lo que se

preguntaba en el problema.
Errores

De las estudiantes que modelaron el problema de manera algebraica, se
pudieron hacer notar algunos de los errores mencionados en el analisis
apriori, por ejemplo, al multiplicar binomios, llegando a ecuaciones cuadraticas
incorrectas. También, se pudieron ver errores al simplificar la ecuacion
cuadrética. Por ultimo, se pudieron ver errores al completar el cuadrado de

binomio.

Enfogue tedérico

Respecto a la incidencia de la Teoria de Situaciones Didacticas en la clase 8,
se presenci6 a las alumnas transitar por la situacién de accion, pues, se les
presentd el problema y ellas trabajaron individualmente, se observé que la
mayoria comenzO representando la situacion de manera pictorica, pero
cuando pasaron a la situacion de formulacion acudian a estrategias
algebraicas. Finalmente, el profesor solicita a una estudiante que salga a la
pizarra (de manera voluntaria) a escribir y explicar su estrategia, sin embargo,
no se logré continuar con la situacion de institucionalizacion, puesto que no

alcanzo el tiempo.
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7.1.4 Analisis aposteriori de la situacion de enseflanza y aprendizaje de

la clase 10.

Esta sesion corresponde a la clase 10 que fue realizada un martes y asistieron
17 alumnas, para el desarrollo de la clase se presento la siguiente situacion
problema:

- La suma de los cuadrados de tres nimeros pares consecutivos es 596.

Determinar el mayor entero del trio.

En esta clase, las estudiantes debian desarrollar el problema en su cuaderno,

y luego compartir sus estrategias con sus comparieras:

Estrategias

Respecto de la Estrategia 1 mencionada en Capitulo V, especificamente en
5.4 Analisis apriori de situaciones de aprendizajes claves de la sesion 10, se
registré que 12 alumnas resolvieron el problema utilizando esta estrategia, si
bien no realizaron la tabla como lo propone la estrategia, si lo hicieron a través

de ensayo y error.

Por otra parte, se encontré a 2 estudiantes resolver el problema utilizando la
estrategia 2, ya que, realizaron la modelacion del problema encontrando la
ecuacion cuadratica que lo representa y luego utilizaron la féormula general

para encontrar las soluciones.
Dificultades

En primera instancia se presentaron dificultades en la comprension del
problema, sin embargo, el profesor indico que, si no comprenden la situacion
problema, la relean, analicen y subrayen lo que indica cada parte de este, de
esta manera las estudiantes comprendan de mejor manera lo que indica el

enunciado.

Errores

138



Se presentaron errores aritméticos, pues en muchas ocasiones las
estudiantes cometieron errores al calcular el cuadrado de un ndamero.
Ademas, se registraron equivocaciones al momento de utilizar la formula
general, ya que, sustituyeron los valores de los coeficientes de manera

incorrecta.

Enfoque tedrico

Respecto a la influencia de la Teoria de Situaciones Did4cticas en la clase 10,
se observé que las estudiantes luego de leer la situacion problema
comenzaron a trabajar inmediatamente en duplas, por lo que, no se aprecié
la situacién de accién en esta clase, sino que comenzdé con la situacién de
formulacion. Luego, el profesor implementador solicita a dos estudiantes
escribir y explicar sus estrategias en la pizarra, se preocup6 en que estas
alumnas utilicen estrategias distintas. Finalmente, el profesor institucionaliza

el contenido utilizando las estrategias presentadas por las estudiantes.

7.1.5 Analisis aposteriori de la situacion de ensefianza y aprendizaje del

Estudio de Clase.

Como se mencion6 en Capitulo VI, especificamente en 6.1 Descripcion de la
clase disefiada, asistieron 18 estudiantes para el Estudio de Clase. Aqui, se
planted la siguiente situacion problema:

- Carla vende chocolates en el kiosco de un liceo. Compra una cantidad
de cajas de chocolate por $40.000. El lunes fue a comprar, como
normalmente lo hace y se dio cuenta que se instal6 una nueva
distribuidora de confites, decidio ir a preguntar por el valor de las cajas
de chocolate y esta feliz, pues en la primera distribuidora, ese dinero le
alcanza para 5 cajas menos porgue cuestan $400 mas. ¢, Cuanto cuesta

cada caja de chocolate en cada local?

Para este problema, separaremos aquellas estudiantes que entregaron la hoja
con el problema sin ningun tipo de desarrollo, con aquellas que nos
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proporcionaron alguna respuesta, considerando desde el minimo desarrollo,

hasta la solucion del problema (independiente si esta correcto o no).

Respuestas
Sin desarrollo / Con Desarrollo

B Con desarrollo W Sin desarrollo

Figura 35. Gréfico de estudiantes con y sin desarrollo.

Fuente: Elaboracion propia.

El grafico anterior nos muestra que la cantidad de estudiantes que entregaron
el problema sin ningun tipo de desarrollo fue de 4. Mientras que, 14

estudiantes entregaron su hoja con el problema con algun desarrollo.
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situacion probiema

2 vende chocolates en el kiosco de un licso, Compra una cantidad de cajas de chocolate
por $40.000. El dia lunes fue a comprar como normalmente lo hace y se dio cuenta que se
nslald una nueva distribuidora de confites, decidié ir a preguntar por el valor de las cajas de

olate y esta feliz, pues en la primera distribuidora, ese dinero le alcanza para 5 cajas

nos porque cuestan $400 mas, 4 Cuanto cuesta cada caja de chocolate en cada local?

Desarrollo:

Figura 36. Estudio de Clase, respuesta sin desarrollo.

Fuente: Respuesta de estudiante.

La figura anterior es representativa para las 4 estudiantes que entregaron el
problema sin ningun tipo de desarrollo, lo que significa que 14 fueron las
estudiantes que hicieron, desde una minima respuesta, hasta la solucion del

problema (sin considerar si esta correcto o no).
De las 14 estudiantes restantes, estableceremos las siguientes categorias:

1. Definicién de incognitas

Aquellas alumnas que solamente plantearon las incognitas realizaron algun

desarrollo pero no utilizaron ningin método de resolucion.

2. Modelacion del problema

Aquellas estudiantes que llegaron a la ecuacion cuadratica. Para este punto,
se consideran 2 ecuaciones (simplificadas) a las que podrian llegar las

alumnas en caso de que su desarrollo estuviese correcto:
Ecuacion 1: x?2 — 5x — 500 = 0
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Ecuacion 2: y? — 400y — 3.200.000 = 0

Para las ecuaciones 1y 2, se proponen los distintos métodos de resolucion
del problema, es decir, se mostraran aquellos desarrollos que nacen de la

ecuacion 1, y los que emanan de la ecuacion 2.

Ecuaciones planteadas en la situacion
problema

mEcuacionl  m= Ecuacién 2 m No se plantea ecuacion

Figura 37. Grafico sobre ecuaciones planteadas por estudiantes.

Fuente: Elaboracion propia.

El gréfico anterior, nos da a conocer que, durante la modelaciéon del problema,
7 estudiantes llegan a la ecuacién 1, 3 estudiantes llegan a la ecuacion 2, y

finalmente 8 estudiantes no llegan a ningun tipo de ecuacion.

Cateqgoria 1: estudiantes que solamente definieron las incognitas.
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Situacién problema:

Carla vende chocolates en el kiosco de un liceo. Compra una cantidad de cajas de chocolate
Por $40.000. El dia lunes fue a comprar como normalmente lo hace y se dio cuenta que se
Instalé una nueva distribuidora de confites, decidi6 ir a preguntar por el valor de las cajas gs
chocolate y est4 feliz, pues en la primera distribuidora, ese dinero le alcanza para 5 cajas
menos porque cuestan $400 mas. ¢ Cuanto cuesta cada caja de chocolate en cada local?

Desarrollo: |

Figura 38. Estudio de Clase, definicion de incognitas.

Fuente: Respuesta de estudiante.

La imagen anterior es representativa para 4 estudiantes que sélo plantearon

las incognitas (o su desarrollo es minimo).

Categoria 2: estudiantes que llegan a una de las dos ecuaciones cuadraticas

posibles.

Como se mencion6 anteriormente, se consideran dos ecuaciones cuadraticas

posibles, las que son:

(1) x> —=5x — 500 =0
(2) y2 — 400y — 3.200.000 = 0

En primera instancia, analizaremos la ecuacion 1.
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Métodos de resolucién de ecuaciones cuadraticas
utilizados en la ecuacién 1

0; 0%

m Factorizacion
®m Po-Shen Loh
Completacion de

cuadrados
® Formula General

Figura 39. Gréfico de los métodos de resolucion de ecuaciones cuadréticas.

Fuente: Elaboracion propia.

Del grafico anterior, se extrae la siguiente informacion de las estudiantes que
llegaron a la ecuacion 1:

e 0 estudiantes utilizaron el método de resolucién de una ecuacion
cuadratica por factorizacion.

e 1 estudiante utilizé el método de resolucion de una ecuacion cuadratica
por Po-Shen Loh. En relacidén con esta estudiante, su desarrollo fue el

siguiente:
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Figura 40. Estudio de Clase, resolucién con método de Po-Shen Loh.

Fuente: Respuesta de estudiante.

e 1 estudiante utilizé el método de resolucion de una ecuacion cuadratica
por Completacion de cuadrados. Respecto a esta alumna, su desarrollo
fue el siguiente:
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Figura 41. Estudio de Clase, resolucién con Completacién de cuadrados.

Fuente: Respuesta de estudiante.

e 5 estudiantes utilizaron el método de resolucibn de una ecuacion
cuadratica por Formula general. En cuanto a estas 5 alumnas, la figura

gue mejor las representa es la siguiente:
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Figura 42. Estudio de Clase, resolucién con Férmula general ecuacion 1.

Fuente: Respuesta de estudiante.

Con respecto a las 3 estudiantes que llegaron a la ecuacion 2, la totalidad de
ellas utilizo el método de resolucién de una ecuacion cuadratica por Formula

general y, la resolucion del problema que mejor representa a estas
estudiantes es:
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Figura 43. Estudio de Clase, resolucién con Férmula general ecuacion 2.

Fuente: Respuesta de estudiante.
Dificultades

En cuanto a las dificultades encontradas, es importante mencionar que uno
de los mayores problemas que tuvieron las estudiantes fue la definicion de las
incégnitas de manera correcta, lo que pudo ser causado por una poca o nula
comprensiéon del enunciado.

Errores frecuentes
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Se presentaron errores en la definicién de incognitas.

Figura 44. Estudio de Clase, errores en definicion de incognitas.

Fuente: Respuesta de estudiante.

Se observaron errores en la modelacion del problema (error de signo en los
coeficientes), sumado a errores en la identificacion de estos (b = 5, en vez de
b = —5).

Figura 45. Estudio de Clase, errores en modelacion del problema.

Fuente: Respuesta de estudiante.

Se presentaron errores aritmeéticos (5 — 45 = 40):

Figura 46. Estudio de Clase, errores aritméticos.
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Fuente: Respuesta de estudiante.

Se presentaron errores al dividir ( /% * \/506), no considera parte decimal:

Figura 47. Estudio de Clase, errores aritméticos.

Fuente: Respuesta de estudiante.

Ahora que ya se especificaron los resultados proporcionados por las

estudiantes, surgen varias conclusiones.

Inicialmente, se observa una gran dificultad en cuanto a la modelacién del
problema en las alumnas, puesto que varias de ellas s6lo definieron las
incégnitas e incluso otras, ni siquiera supieron cdmo comenzar a desarrollarlo,
ni consideraron los datos relevantes del problema. Surge la pregunta, ¢ por
qué se dio este problema? La resolucion de problemas no fue exclusiva del
Estudio de Clase, sino que, se trabajo en varias clases de la propuesta, sobre
todo en aquellas en las que se veria por primera vez cada uno de los cuatro
métodos de resolucion de una ecuacion cuadrética.

En lo que respecta a los métodos, se considera que las alumnas prefirieron
no utilizar el de factorizacion debido a que no resultaba inmediato, puesto que
los coeficientes de la ecuacion cuadratica eran 400 y —3.200.000. Por otro

lado, observamos que el método de resolucién de una ecuacion cuadratica

150



por Po-Shen Loh fue utilizado de manera correcta, llegando a las soluciones

y considerando, en este caso, s6lo una que satisfacia la ecuacion.

En cuanto al método de resolucidon por completacion de cuadrados, se cree
que sélo una estudiante lo utilizé debido a que la mayoria de las alumnas tiene
dificultades con la comprension del método o no prefieren trabajar con
nameros racionales porque tienden a cometer errores, de hecho, en el
desarrollo de la estudiante que utilizé este método se observa que cometio un
error al dividir, pues no considero la parte decimal del nimero y su desarrollo

se vio alterado.

Finalmente, se considera que varias estudiantes se inclinaron por utilizar el
método de resolucién de una ecuacion cuadratica por Formula general puesto
que, independiente de las ecuaciones que obtuvieron, considerando, por
supuesto, cualquiera de las dos correctas (x? — 5x — 500 = 0, 0y? — 400y —
3.200.000 = 0), es que las alumnas debian identificar los coeficientes y luego
utilizar la férmula general de la ecuacion cuadratica, lo que significaba un
trabajo mas sencillo para aquellas estudiantes que comprendian la labor

algebraica ligada a ella.

Enfogue tedrico

Respecto a la influencia de la Teoria de Situaciones Didacticas en el Estudio
de Clase, se cree que todas las fases estuvieron presentes en esta seccion.
En un comienzo, las estudiantes transitaron por la situacién de accion en la
que tuvieron el primer contacto con la situaciéon problema, para esto, el
profesor implementador les entregd una hoja con la situacion problema, cabe
mencionar, que €l no leyo el problema en voz alta, pues, era de su interés
considerar las interpretaciones que le daban las escolares. Luego de la
situacion de accion, el docente les indico a las alumnas que se podian reunir
en duplas o trios para compartir sus estrategias, en estos momentos comenzo
la situacion de formulacion. Cuando el profesor observé que la mayoria de las

estudiantes termind el problema, solicitd que tres alumnas salieran a la pizarra
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a escribir y explicar sus estrategias de manera voluntaria, produciéndose asi,

la situacion de validacion. Por ultimo, el docente institucionalizé el contenido

utilizando los registros realizados por las mismas escolares en la pizarra.

7.2 Confrontacién de los analisis apriori y aposteriori.

Este apartado presenta la confrontacion del andlisis apriori (realizado en

Capitulo V, seccion 5.4) y el analisis aposteriori (realizado en la seccion 7.1)

de aquellas situaciones claves en el proceso de ensefianza aprendizaje, dicha

confrontacion se realizara en tablas comparativas. Terminando con una

sintesis de lo abordado en los analisis. En esta seccion, se consideran las

estrategias, errores y dificultades que cometieron las estudiantes.

7.2.1 Confrontacion de andlisis apriori y aposteriori de la clase 2.

Clase

Analisis apriori

Andlisis aposteriori

Estrategias

Estrategia 1

2 estudiantes de un total de 21
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema.

Estrategia 2

5 estudiantes de un total de 21
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema, sin embargo,
s6lo una llegd correctamente a la
solucion del problema.

erréneas

Dificultades | Planteamiento del | 7 estudiantes presentaron
problema dificultades en el planteamiento del
problema.
Andlisis de las|No se logré evidenciar esta
soluciones acorde al | dificultad, puesto que, soOlo una
contexto del problema | estudiante llegd a la respuesta de
manera algebraica.
Errores Determinar soluciones | No se evidencié este error, puesto

gque la alumna que resolvido el
problema algebraicamente
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determiné correctamente la
solucion.
Errores algebraicos Se presenciaron errores

algebraicos en 4 estudiantes,
puesto que, al multiplicar binomios,
llegaron a ecuaciones incorrectas.

7.2.2 Confrontacién de analisis apriori y aposteriori de la clase 5.

Clase

Andlisis apriori

Analisis aposteriori

Estrategias

Estrategia 1

7 estudiantes de un total de 25
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema, sin embargo,
2 alumnas llegaron a la respuesta
correcta.

Estrategia 2

4 estudiantes de un total de 25
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema, sin embargo,
s6lo una llegd correctamente a la
solucion del problema.

errébneas

Dificultades | Planteamiento del | 14 estudiantes presentaron
problema dificultades en el planteamiento del

problema.
Errores Determinar soluciones | 2 estudiantes cometieron errores

en la solucion del problema, pues
consideraron medidas negativas.

Errores algebraicos

La mayoria de las estudiantes
cometio errores en la reduccion de
términos semejantes y multiplicar
binomios.

7.2.3 Confrontacién de analisis apriori y aposteriori de la clase 8.

Clase

Analisis apriori

Analisis aposteriori

Estrategias

Estrategia 1

No se evidenci®é a estudiantes
utilizar esta estrategia.

Estrategia 2

9 estudiantes de un total de 26
utilizaron esta estrategia para

153




resolver el problema, sin embargo,

errébneas

sélo 4 alumnas llegaron
correctamente a la solucion del
problema.
Dificultades | Planteamiento del | La mayoria de las estudiantes no
problema pudo plantear el problema
correctamente.
Andlisis de las | No se registra evidencia en esta
soluciones acorde al | categoria, puesto que sélo una
contexto del problema | estudiante llegd a las soluciones
del problema, pero lo dej6
incompleto.
Errores Determinar soluciones | No se evidencio este error, puesto

gue la alumna que resolvio la
ecuacion cuadratica no determino
cuales soluciones servian.

Completacion del
cuadrado de binomio

Se presenci6 a 4 estudiantes
cometer errores en la completacion
del cuadrado de binomio.

Errores algebraicos

La mayoria de las estudiantes que
trabajaron en el problema
cometieron errores algebraicos,
puesto que simplificaron la
ecuacion cuadratica de manera
incorrecta 0 cometieron errores en
la multiplicacion de binomios.

7.2.4 Confrontacion de andlisis apriori y aposteriori de la clase 10.

Clase

Analisis apriori

Analisis aposteriori

Estrategias

Estrategia 1

12 estudiantes de un total de 17
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema.

Estrategia 2

2 estudiantes de un total de 21
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema.

Dificultades

Planteamiento del
problema

Muy pocas estudiantes
presentaron dificultades en el
planteamiento del problema.
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Analisis de las
soluciones acorde al
contexto del problema

No se esta

dificultad.

logré6 evidenciar

Errores

Identificar los
coeficientes de la
ecuacion

Se evidencié este error en una
alumna.

Determinar soluciones
erroneas.

No se logré evidenciar este error.

Errores algebraicos

4 estudiantes presentaron errores
algebraicos.

Error al aplicar la
formula general.

No se logré evidenciar este error.

7.2.5 Confrontacion de andlisis apriori y aposteriori de la clase del

Estudio de Clase.

Clase

Analisis apriori

Andlisis aposteriori

Estrategias

Estrategia 1

7 estudiantes de un total de 18
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema, sin embargo,
de estas s6lo 5 llegaron a la
respuesta correcta.

Estrategia 2

3 estudiantes de un total de 18
utilizaron esta estrategia para
resolver el problema.

Dificultades | Planteamiento del | 8 estudiantes presentaron
problema dificultades en el planteamiento del
problema.
Identificar las | 4 estudiantes tuvieron dificultades
incégnitas. para identificar las incognitas.
Errores Errores aritméticos. Se registr6 que 2 estudiantes

cometieron errores aritméticos.

Errores algebraicos.

Se presenciaron errores
algebraicos en 4 estudiantes,
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puesto que, al multiplicar binomios,
llegaron a ecuaciones incorrectas.

7.2.6 Sintesis de la confrontacion entre el andlisis apriori y analisis
aposteriori.

Para finalizar esta seccidn, se considera pertinente realizar una sintesis en la
que se abordan las expectativas que presento el grupo de seminaristas que
trabaja esta investigacion previamente a la implementacién de clases y como

resultd posterior a esta.

En las secciones anteriores se puede observar que las expectativas coinciden
totalmente con las acciones que realizaron las estudiantes, puesto que la
mayoria de las estrategias, dificultades y errores fueron evidenciados durante
la implementacion de clases, esto puede ser porque el profesor

implementador tenia conocimiento de las formas en las que trabaja el curso.

Sin embargo, se considera que las estudiantes presentaron un déficit en
cuanto a la habilidad de resolver problemas y modelacion, puesto que, la
mayoria de las alumnas presentd dificultades para comprender las situaciones
problemas, lo que prolongd la secuencia de clases, pues se cree fundamental
priorizar el correcto aprendizaje de las estudiantes. Se considera, ademas,
gue esta situacion se pudo evitar si se realizaba una mejor evaluacion
diagnéstica, previa a la realizacion de los planes de clases, pues se hubiesen

considerado los niveles cognitivos del grupo de curso.

A pesar de presentar esta dificultad en la secuencia de clases, se cree que
ésta sirvié en el desarrollo de las habilidades de modelar y resolver problemas,
puesto que, todas las clases tenian coémo minimo una situacién problema que

promueve el desarrollo de estas.
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CONCLUSIONES.

Ahora que ya culminamos este Seminario de Titulo, surgen varias
conclusiones a raiz de la pregunta de investigacion, la problematica
detectada, ademas de mejoras para la secuencia de ensefianza aprendizaje

y por supuesto, aprendizajes profesionales.

Comenzando con la pregunta de investigacion: ¢Qué acciones o estrategias
utilizan los estudiantes para la busqueda de técnicas de resolucion de
ecuaciones cuadraticas? Basamos nuestro Seminario de Titulo en esta
interrogante. Para responder, consideramos las acciones o estrategias que
podian utilizar nuestras estudiantes del 11° A del colegio Paulina von
Mallinckrodt. Ahora bien, por supuesto que fue necesario fundamentar nuestra
propuesta en la resolucién de problemas (cada vez que se pudiese), de esta
forma, presentamos un problema en el que las estudiantes debian descubrir
el método de resolucion de la ecuacion cuadratica que teniamos propuesto
para esa clase. De esta forma, complementamos nuestra propuesta con la
metodologia del Estudio de Clases, asi, las alumnas eran el foco principal de
la clase para que luego pudiéramos analizar las estrategias utilizadas por
ellas. Ahora bien, efectivamente obtuvimos respuestas frente a las acciones o
estrategias utilizadas, pero en el Estudio de Clase, no obtuvimos alguna
resolucién de una estudiante con el método de factorizacion, lo que sin duda
nos llamo la atencion, ¢por qué ocurrid esto? Si bien esta pregunta fue
respondida, creemos importante volver a mencionar que los coeficientes de
una ecuacion cuadratica influyen, en parte, en el método de resolucion de

esta.

Lamentablemente, ocurrié lo esperable, algunas alumnas no fueron capaces
de comprender algun método en particular, y peor aun, hubo estudiantes que,

dado el problema del Estudio de Clase, no fueron capaces de utilizar ninguno
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de los cuatro métodos vistos en las sesiones, por lo que nos preguntamos,
¢,.como incluir a aquellas estudiantes que no fueron capaces de resolver una
ecuacion cuadrética con, al menos, un método? Si bien es una pregunta con
respuestas muy amplias, consideramos que, de acuerdo con lo visto en
clases, hubo desinterés en aprender este contenido, pero es algo que se
repitidé con estas estudiantes a lo largo de todo el afio, independiente del

contenido que se estuviese viendo.

En cuanto a la problematica, nuestro foco de investigacion se dio en segundo
medio, especificamente en lo que se refiere a la ecuacion cuadratica.
Consideramos gue existe un problema que intentamos solucionar con nuestra
propuesta de ensefianza aprendizaje, de hecho, propusimos un “nuevo”
método de resolucibn que no aparecia en los colegios de Chile,
arriesgandonos con una idea que resultd bien, tanto en las clases destinadas
para este método, como con aquella estudiante que desarroll6 el problema del
Estudio de Clase con dicho método. Ahora bien, ¢por qué tomamos la decision
de incluir este procedimiento? La respuesta es sencilla: por la problematica.
Por ejemplo, en cuanto al método de resolucion de una ecuacién cuadratica
por Formula general, observamos que no existe un profundo analisis en la
demostracién de dicha formula, lo que fomenta la memorizacién en nuestros
estudiantes por sobre la efectiva comprension del contenido, generando
posibles dificultades en el aprendizaje del algebra. Por otro lado, se sumaba
a la problemética la ensefianza tradicional y el desinterés de las estudiantes
para aprender matematica, por lo que también enfocamos nuestras clases en
una ensefianza mas dindmica, que hiciera participe a las alumnas,
invitdndolas implicitamente a pensar y reflexionar, antes de resolver o calcular

algo, por tener que hacerlo.

En relacidén con el marco de referencia, expresado en la Teoria de Situaciones
Didacticas, podemos concluir que es de gran ayuda al momento de realizar
una secuencia didactica como para su analisis. Durante la secuencia didactica

surgieron propuestas de actividades cuya finalidad era que las estudiantes
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pudieran construir su propio conocimiento y en base a esas actividades se
plantea un problema para el Estudio de Clases, en el cual el docente solo era
un mediador, ya que, las estudiantes eran las protagonistas del estudio. En
relacion con cada situacion, es importante considerar que nos beneficio,
puesto que, determinamos los tiempos para cada una de las fases, lo que nos
facilit6 un mejor control de aula y por consecuencia una clase mas amena.
También, al realizar las situaciones de la Teoria de Situaciones Didacticas, se
pudo observar cudles eran las estudiantes que iban trabajando
individualmente, cuales no lo hacian y esperaban para trabajar en grupo y

cudles simplemente no trabajaban.

Respecto al objetivo general de la investigacion, se ha concluido que se
cumplid, puesto que, a lo largo del proceso al trabajar la secuencia de
ensefanza aprendizaje se ha podido caracterizar las distintas estrategias que
realizan las estudiantes de segundo medio en la busqueda de estrategias para
la resolucion de ecuaciones cuadraticas. La secuencia fue disefada,
implementada y posteriormente analizada, obteniendo diferentes resultados,
los que dieron los lineamientos para la clasificacion de las estrategias
utilizadas, en este caso, a través de la modelaciéon, para luego establecer
meétodos de resolucién. Respecto a los Objetivos Especificos, también se
cumplieron, pues, en primer lugar, se pudo disefiar e implementar una
propuesta que incluyera los cuatro métodos de resolucion de una ecuacion
cuadrética, generando los tiempos suficientes para ensefiar cada uno de los
métodos, logrando que las estudiantes sean capaces de resolver ecuaciones
cuadraticas de cualquier tipo. También se analizaron los resultados
entregados por las estudiantes respecto del méetodo de Po-Shen Loh y los
otros meétodos de resolucidon, en este caso, fue posible observar uno de los
desarrollos con el método de Po-Shen Loh, igualando al método de
completacion de cuadrados y superando la utilizacion del método de
factorizacion, sin embargo, la utilizacion de la formula general fue utilizada en
la mayoria de los desarrollos propuestos, por tanto, sigue siendo
predominante al momento de resolver ecuaciones cuadraticas.
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En cuanto a los aprendizajes profesionales desde el ambito disciplinar, es
fundamental destacar lo aprendido respecto del objeto matematico y como fue
su evolucion durante los afios hasta lo que hoy conocemos como ecuacion
cuadrética. Dicho esto, podemos relacionar lo anterior con el perfil de egreso
de la Carrera Pedagogia en Matematica de la Universidad Alberto Hurtado,
gue nos menciona que un profesor egresado “Comprende la naturaleza del
conocimiento matematico, la formacion de las ideas, conceptos y propiedades
de los objetos matematicos, en base a su desarrollo histérico epistemoldgico
y comprende los fendmenos que los originan.” (Universidad Alberto Hurtado,
2016, p. 1). Por otro lado, la secuencia se relaciona también a otro punto del
perfil de egreso, que dice que un docente “utiliza modelos matematicos tanto
en la resolucion de problemas del mundo real como del mundo matematico,
analizando la pertinencia de las soluciones encontradas” (Universidad Alberto
Hurtado, 2016, p. 1). Finalmente, respecto del ambito disciplinar, el uso
epistemoldgico del objeto matematico condujo a una secuencia didactica

significativa.

En relacion con el aspecto profesional y saber pedagdégico, si lo asociamos
con nuestro perfil de egreso, definitivamente nos comprometimos con
nuestras estudiantes, puesto que basamos nuestras clases en su propio
aprendizaje y consideramos los cuatro dominios del Marco para la Buena
Ensefianza (MBE): preparacion de la ensefianza, creacion de un ambiente
propicio para el aprendizaje, ensefianza para el aprendizaje de todos los
estudiantes, y responsabilidades profesionales. Por otro lado, reconocemos el
uso de las Tecnologias de la Informacion y de la Comunicacién, utilizando
especificamente la plataforma Kahoot, evitando la ensefianza tradicional.
Ademas, reflexionamos como grupo de Seminario de Titulo, de manera
constante, sobre las clases que planificamos, en pos del aprendizaje de
nuestras alumnas. Por otro lado, rescatamos el incesante apoyo y desarrollo
personal de nuestras estudiantes, respetando y valorando la diversidad en un

colegio exclusivamente de mujeres.
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Respecto al aspecto didactico, es fundamental considerar por parte del
docente que el contenido a ensefiar es mucho mas significativo cuando las
planificaciones se realizan en conjunto, cuando hay interaccién en la que cada
miembro aporta y reflexiona en torno a la secuencia didactica. Un egresado
de Pedagogia en Matematica “analiza, disenha e interviene propuestas
didacticas adaptadas a las condiciones de contexto de sus estudiantes
respetando ritmos de aprendizaje.” (Universidad Alberto Hurtado, 2016, p. 1),
por tanto, se puede destacar como un aprendizaje el trabajo colaborativo en

la que el docente

Identifica e investiga sobre las posibles causas de fracasos en el aula de
matematicas, tales como los errores frecuentes de los estudiantes, los
obstaculos de aprendizaje, la forma de presentacion y organizacién de los
contenidos, las representaciones semioticas empleadas, la fenomenologia de
los objetos matematicos, entre otros y lo confronta con las teorias del

aprendizaje. (Universidad Alberto Hurtado, 2016, p. 1)

Consideramos estas conclusiones como las mas importantes de nuestro
Seminario de Titulo, a pesar de que existen algunas que creemos no tan

necesarias de enfatizar.
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ANEXOS.

Plan de clases

Eje tematico | Algebray funciones Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesion
cuadréticas, N°1
ecuaciones

cuadraticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:
e ax’=b
(ax + b)? =c
o ax’+bx=0
e ax’+bx=c
(a, b, ¢ son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje Identificar y plantear ecuaciones cuadraticas y sus componentes.

Habilidad OAH d
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos.

Actitud OAA A
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e Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de
soluciones a problemas de la vida diaria, de la sociedad en
general, 0 propios de otras asignaturas.

e Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva,
ayudando a los otros, considerando y respetando los aportes
de todos, y manifestando disposicion a entender sus
argumentos en las soluciones de los problemas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de la clase aprendizaje estimado
Inicio Activacion de conocimientos | EI docente inicia la clase e Herramientas 15 min
previos: saludando a las estudiantes y TIC (PPT)

escribe en la pizarra la e Pizarra
¢ Como se representa | representacion de una funcion e Cuaderno
algebraicamente  una  funcidn | cuadratica. e Lapices
cuadratica?
¢,Como se calcula el area de un | El docente representa en la
cuadrilatero? pizarra un cuadrilatero, escribe
la expresion para calcular su
area y realiza un ejemplo.
Desarrollo | Situacion problema: El docente presenta el 45 min

El patio de José tiene forma
rectangular, el largo mide 6 metros
mas que su ancho y el area total es
de 16m?2.

problema a las estudiantes y
asigna 15 minutos para su

desarrollo, transcurrido el
tiempo  solicta a una
estudiante escribir su

desarrollo en la pizarra.
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Representa graficamente el patio
de José y sefala las medidas de
sus lados.

¢Mediante qué ecuacion se puede
calcular la medida de los lados del
patio de José?

¢, Cuales serian los posibles valores
que satisfacen la ecuacion?

Si el patio de José tuviera la forma
de un cuadrado y su area es de 16
m? ¢Cudl ecuacion representa el
area del patio?

El docente escribe en la pizarra
la expresion algebraica que
representa una  ecuacion
cuadratica e indica cuando la
ecuacion se encuentra
completa e incompleta.

Cierre

Actividad de cierre:

Clasifica las siguientes ecuaciones
cuadraticas como completas o
incompletas:

1.3x2 4+ x+2

2. —x%=0

El docente presenta la
actividad de cierre y asigna 15
minutos para su desarrollo,
transcurrido el tiempo solicita a
algunas estudiantes
desarrollar el ejercicio en la
pizarra para poder corroborar
que todas tengan el mismo
resultado.

30 min
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5.-9x2+1+3x=0

Plan de clases

Eje Algebra y funciones
tematico

Unidad o tema Unidad

inversa
funcion.

Funciones

cuadraticas,
ecuaciones
cuadraticas vy

de

la
una

Sesioén
N°2

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnolégicas, ecuaciones de la forma:

e ax’=b
(ax+b)? =c¢
e ax’+bx=0
e ax’+bx=c
(a, b, c son numeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Analizar y resolver una ecuacion cuadratica utilizando el método de

resolucién por factorizaciéon

Habilidad

OAH a

Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes:
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Buscar patrones

Simplificar el problema y estimar el resultado.
Descomponer el problema en subproblemas mas sencillos.

Usar herramientas computacionales.

Actitud

OAA A

e Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones
a problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o

propios de otras asignaturas.

e Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando
a los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las

soluciones de los problemas.

Momentos
de la clase

Actividades de aprendizaje

Intervencién Docente

Recursos de
aprendizaje

Tiempo
estimado

Inicio

Activacion de conocimientos
previos:

Opere o factorice las siguientes
expresiones cuando
corresponda: 1) (x —1)(x —2) =
0

,Qué se puede observar
respecto a los coeficientes
resultantes?

2)x2—81=0

El docente comienza la clase
saludando a sus estudiantes,
presenta la actividad de inicio y
asigna 20 minutos para el
desarrollo, transcurrido el tiempo
el docente solicita a las
estudiantes sus respuestas.

e Herramienta
s TIC (PPT)

e Pizarra.

Cuaderno

e Lapices

20 min
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¢ Es posible factorizar el binomio
del primer miembro de la
ecuacion?, ¢Como?

Desarrollo

Situacion problema:

1. Carlos es tres aflos mayor
gue Lucia y la suma de los
cuadrados de ambas
edades es 89. ;/Cual es la
edad de Carlos y Lucia?

2. Hallar la ecuacion
cuadratica cuyas
soluciones sean -5y 6.

El docente presenta la actividad
1 y asigna 20 minutos para el
desarrollo, transcurrido el tiempo
el docente solicita a algunas
estudiantes escribir el desarrollo
en la pizarra.

El docente institucionaliza el
método de factorizacion 'y
recuerda la propiedad:

a-b=0

ca=0V
b=0
Ademas, indica las
caracteristicas que poseen los
coeficientes mencionando que
en general si (x+S)(x+R) =
x2+Bx+C

Entonces se cumplira lo
siguiente:

S‘R=CA
S+R=8B.

50 min
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El docente presenta la actividad
2 y dispone de 10 minutos para
su desarrollo, transcurrido el
tiempo  solicitarA a una
estudiante escribir su desarrollo
en la pizarra.

Cierre Actividad de cierre: El docente presenta la actividad 20 min
y asigna 15 minutos para su
Resuelve las siguientes | desarrollo, transcurrido el tiempo
ecuaciones cuadraticas e indica | solicita a algunas estudiantes
sus soluciones. escribir su desarrollo en la
pizarra.
1x2+5x—24=0
2.52—s=6
3.a°2-1=0
4.r*+8r=-16
Plan de clases
Eje Algebra y funciones Unidad o tema Unidad 2: | Sesion
tematico Funciones N°3
cuadraticas,
ecuaciones
cuadraticas y la
inversa de una
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funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:

e ax’=b

e (ax+b):=c

e ax’+bx=0

e ax’+bx=c
(a, b, ¢ son nimeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Resolver problemas contextualizados relacionados con la ecuacion
problema utilizando el método de factorizacion.

Habilidad OAHd
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos.

Actitud OAAD

Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los
otros, considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de laclase aprendizaje estimado
Inicio Activacion de  conocimientos | EI docente comienza la clase e Herramienta | 20 min
previos: saludando a las estudiantes, s TIC (PPT
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1. Determinar las soluciones
de las siguientes
ecuaciones cuadraticas
utiizando el método de

factorizacion:

1. 3x2—-9x =0
2.52—-4=0
3. x> +10x+25=0

2. Martin tiene 3 afios mas
que Carlos y el cuadrado
de la edad de Martin
aumentado en el cuadrado
de la edad de Carlos
equivale a 317. ¢Qué
ecuacion representa dicho
problema?

presenta la actividad 1, asigna 10
minutos para el desarrollo,
transcurrido el tiempo el docente
solicita a las estudiantes sus
respuestas.

Luego, presenta la actividad 2 y
asigna 10 minutos para su
desarrollo, durante este
momento el docente transita por
la sala respondiendo dudas en
caso que surjan, transcurrido el
tiempo el docente solicita a las
estudiantes sus respuestas.

Desarrollo

Situacion problema 1:

Paula y Josefa son hermanas, las
edades de Paula y Josefa suman
11 aflos y el producto de sus
edades es de 18 afios.

Encuentra las edades de Paula y
Josefa.

El profesor indica las
caracteristicas que poseen los
coeficientes mencionando que en
general si
(x+S)(x+R)=x*+Bx+C

Entonces se
siguiente:

cumplira lo

y Kahoot)
Pizarra
Cuaderno
Lapices

40 min
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Situacion problema 2:

Tom&s necesita saber las
medidas de los lados de un
rectdngulo, sabe que el largo es 4
metros mas que el ancho y que el
area es 21m? ¢Cuanto mide cada
lado del rectangulo?

Determina e interpreta las
soluciones en el contexto del
problema.

S‘R=CA
S+R=B.
Una propiedad vista durante las
clases anteriores a la unidad de
ecuaciones cuadraticas.

Continla  presentando  dos
problemas para que las
estudiantes  desarrollen  en
parejas, para ello dispondran de
15 minutos para resolver cada
uno y luego el docente solicitara
a algunas estudiantes escribir el
desarrollo en la pizarra.

Cierre

Actividad de Cierre:

Para la actividad de cierre se
realizara un kahoot que tiene las
siguientes preguntas:

Justificar su desarrollo cuando
sea necesario.

1. ¢Cudl es la factorizacion del
primer miembro de la ecuacién
x?—4=0?

Para el cierre de la clase el
docente utilizard la plataforma
Kahoot en la cual se presentaran
9 preguntas, se disponen de 20
minutos para el desarrollo de
estas.

30 min
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a(x—2)(x—-2)=0
b.(x—-2)(x+2)=0
C(x+4)(x—4)=0
dx—4)(x—-4)=0

2. En general, si
(x+S)(x+R)=x*+Bx+C

Entonces se cumplira lo siguiente:
S-R=Cy S+R=B8.

a. Verdadero

b. Falso

3. ¢Cual es la factorizacion del

primer miembro de la ecuacién

x?—25=0?
a.(x—20)(x—=5)=0
b.(x—5)(x+5)=0
C.(x+15)(x—-10)=0
d(x—-25x—-1)=0

4. ¢Qué producto notable se
puede utilizar para factorizar el
primer miembro de la ecuacion
x?—8x+16 = 07?

a. Cuadrado de binomio
b. Suma por diferencia
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c. Factorizacion por término
comdan.
d. No se puede factorizar

5. ¢Cudles son las soluciones de
la ecuacion x2 = 3x+2=07?

a. x;=—-2yx,=-1

b. x;=2yx,=-1

C. xy=2yx,=1

d x;=-2yx,=1

6. ¢Cual es la factorizacion de la
ecuacion x> +x — 6 = 0?

a (x—3)(x—-2)=0

b. x+3)(x+2)=0

c. x—3)(x+2)=0

d (x+3)(x—2)=0

7. ¢ Cudles son las soluciones de
la ecuacion x2 —9 =0 ?

a. x;=—-3yx,=3

b. x;=9yx,=1

C. x4 =5yx,=4

d x;=-9yx, =-1

8. ¢Cual es la factorizacion de la
ecuacion x? + 6x + 9 = 0?
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a. (x—3)2=0

b. (x+3)(x—3)=0

c. x+3)2=0

d. No se puede factorizar.

9. ¢Cual es la factorizacion de la
ecuacion x? + 2x = 40 — x?

e. x—8)(x+5)=0

f. (x+20)(x+2)=0

g x+8)(x—-5)=0

h. (x—20)(x—2)=0

Plan de clases

Eje tematico | Algebray funciones

Unidad o tema

Unidad 2: Funciones

cuadraticas,
ecuaciones
cuadraticas vy
inversa de
funcion.

la
una

Sesioén
N°4

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictorica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:

o ax’=0b

e (ax+b)=c
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e ax’+bx=0
e ax’+bx=c
(a, b, c son numeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Resolver guia de aprendizaje N°1 de ecuacion -cuadréatica
relacionada al método de factorizacion.

Habilidad OAH a
Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes: -
Simplificar el problema y estimar el resultado. -Descomponer el
problema en subproblemas mas sencillos. -Buscar patrones. -Usar
herramientas computacionales.
OAH d
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matemético, esquemas y gréficos.
OAH h
Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de
la ciencia y la realidad.

Actitud OAAD
Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las
soluciones de los problemas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
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de la clase aprendizaje estimado
Inicio Actividad 1: El docente inicia la clase > Pizarra 15 min.
Encuentra las soluciones de las | saludando al grupo de curso, > Guia de trabajo
siguientes ecuaciones cuadraticas | les indica que se reunan en > Plumén
utilizando el método de | parejas y entrega la guia de > Cuaderno
factorizacion. aprendizaje N°1. L.
1. x%+16x +28 =0 > Lapices
2. a*—a—-2=0 El profesor transita por toda la
3. s2+7s=30 sala monitoreando que todas
las estudiantes se encuentren
Desarrollo | Actividad 2: trabajando y responde dudas 15 min.
Hallar la ecuacion cuadratica cuyas | en caso de ser necesario.
raices sean %y 3.
Se debe limitar a solamente
responder dudas relacionadas
Actividad 3: con el enunciado, con la
Resolver utilizando el método de | finalidad de no dar indicios de
factorizacién la siguiente ecuacién | COMo resolver el problema.
cuadratica:
2(x—1)2=38
¢,Cuales son sus soluciones?
Cierre Situacion problema: 15 min.

1. El largo de un cuadro es 5
metros mayor que su ancho,
si el area es 150m?2.
Determinar sus
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dimensiones.

Plan de clases

Eje tematico | Algebray funciones

Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesion
cuadraticas, N°5
ecuaciones

cuadraticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictorica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:

e ax’=b

e (ax+b):=c

o ax’+bx=0

o ax’+bx=c
(a, b, ¢ son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Analizar y resolver problemas que involucren ecuaciones
cuadraticas utilizando el método de resolucién de Po-Shen Loh.

Habilidad

OAH b
Evaluar el proceso y comprobar resultados y soluciones dadas de
un problema matematico.
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OAH f

Fundamentar conjeturas

usando

lenguaje algebraico

comprobar o descartar la validez de los enunciados.

OAH h

para

Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de

la ciencia y la realidad.

Actitud OAA A
Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de laclase aprendizaje estimado
Inicio Actividad inicial: El profesor inicia la clase > Herramienta 25 min.

saludando a las estudiantes y TIC (PPT)

1. ¢Qué producto notable sirve | les  solicita  sacar  sus > Pizarra

para factorizar eI_ primer materiales para iniciar la clase. > Plumén

miembro de la siguiente

ecuacion cuadratica x? — | Se comienza con la activacion = CEJa.derno

16 = 0? de conocimientos previos, para > Lapices
2. Resuelve la  siguiente | ello se presenta la actividad 1y

ecuacion: a’® — 15a — | se asignan 5 minutos para su

1584 =0 desarrollo, posteriormente se

le solicitara a una estudiante
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salir a la pizarra a escribir y
explicar cémo lo hizo.

Luego se presentard la
actividad 2 y se asignan 10
minutos para su desarrollo.

Desarrollo

Situacion problema 1:

Necesitamos encontrar una
ecuacion cuadratica cuyo
coeficiente ¢ es igual a 28. Si una
persona se para en el punto de
penal y otra persona en el otro
punto de penal deberdn caminar la
misma distancia para llegar a la
mitad de la cancha.

¢, Como representarias en la figura'y
algebraicamente la distancia del
inicio de la cancha a cada punto

Se presenta la situacion
problema 1, para ello se
designaran 20 minutos.

El docente transita por toda la
sala  monitoreando  cémo
trabajan las  estudiantes,
transcurrido el tiempo les
solicitard a dos estudiantes
salir a la pizarra para que
realicen el desarrollo del
ejercicio y se puedan comparar
los pasos realizados.

Luego, el docente
institucionalizara el método de
Po-Shen Loh.

40 min.
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penal?

Considere que la distancia desde el
inicio de la cancha a cada punto
penal, representa una solucion de
la ecuacion (x; y x,) y se cumplira
la siguiente propiedad:

X1 Xy =C

¢,Cual es la ecuaciéon y cuéles son
sus soluciones?

Cierre

Ejercitacion:

Calcula las soluciones de las
siguientes ecuaciones cuadraticas
utilizando el método de Po-Shen
Loh:

x>+ 6x—135=0

x> —14x+49 =0

x> +2x—63=0
x>+8x+7=0

x> +5x—14=0

akhwhPE

El profesor presenta la
ejercitacion 'y asigna 15
minutos para el desarrollo de la
actividad, transcurrido el
tiempo solicitara a cinco
estudiantes salir a la pizarra a
escribir su desarrollo y verificar
gue todas las estudiantes
tengan lo mismo.

25 min.
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Plan de clases

Eje tematico

Algebra y funciones

Unidad o tema

Unidad 2: Funciones
cuadraticas,
ecuaciones
cuadraticas y la
inversa de una
funcion.

Sesion
N°6

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:

e ax*=0b

(ax + b)? =c¢
o ax’+bx=0
o ax’+bx=c

(a, b, c son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Resolver problemas contextualizados relacionados con la ecuacion
cuadratica utilizando el método de Po-Shen Loh.

Habilidad

OAH b

Evaluar el proceso y comprobar resultados y soluciones dadas de

un problema matematico.

OAHc

Utilizar lenguaje matematico para identificar sus propias ideas o

respuestas.

OAH e
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Explicar: -Soluciones propias y los procedimientos utilizados. -
Demostraciones de resultados mediante definiciones, axiomas,
propiedades y teoremas. -Generalizaciones por medio de
conectores logicos y cuantificadores utilizandolos apropiadamente.

OAH h

Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de
la ciencia y la realidad.

Actitud OAA A
Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de laclase aprendizaje estimado
Inicio Ejercitacion inicial: El profesor inicia la clase > Herramienta 15 min.

saludando a las estudiantes y TIC (PPT)
Encuentra las soluciones de las |les solicita  sacar  sus > Pizarra
siguientes ecuaciones cuadraticas | materiales para iniciar la clase. > Plumén
utilizando el método de Po-Shen
Loh. Se comienza con la = CE’a_demO
ejercitacion inicial, se asignan > Lapices
1. x2+6x+5=0 10 minutos para su desarrollo,
2. x2—=x—-56=0 durante este momento el
docente transita por toda la
sala  monitoreando  coémo
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trabajan las  estudiantes,
transcurrido el tiempo les
solicitara a dos alumnas salir a
la pizarra para que realicen el
desarrollo del ejercicio vy
puedan comparar los
resultados.

Desarrollo

Situacion problema 1:

Un abuelo tiene 67 afios y sus dos
nietos tienen 3 y 4 afos. ¢En
cuantos afios mas, la edad del
abuelo sera igual al producto de las
edades de ambos nietos?

Situacion problema 2:

La hipotenusa de un triangulo
rectingulo mide 17 cm vy las
medidas de los catetos tienen 7 cm
de diferencia. Determinar las
medidas de los catetos.

El profesor presenta la
situacion problema 1y 2 vy
asigna 15 minutos para el
desarrollo de cada una.

Durante este momento el
docente transita por toda la
sala  monitoreando  cémo
trabajan las estudiantes y
responde solamente dudas
relacionadas con el enunciado.

Transcurrido el tiempo les
solicitard a dos alumnas salir a
la pizarra para que realicen y
expliguen el desarrollo del
problema 1 y 2
respectivamente, el docente
preguntard si alguien tiene un
desarrollo distinto y en caso de
ser asi solicitarda a la o las

50 min.
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estudiantes  presentar  su
desarrollo.

Cierre Situacién problema: El docente presenta la 25 min.
situacion problema y les indica
La suma de las edades de dos | alas estudiantes que disponen
hermanos es 12. Si dentro de 6 (de 15 minutos para el
afos el producto de estas sera 143, | desarrollo..
jcuales son las edades de cada
uno? Transcurrido el tiempo el
docente solicitara a dos
estudiantes escribir sus
desarrollos y explicar como lo
hicieron a sus compairieras.
Plan de clases
Eje tematico | Algebray funciones Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesién
cuadréticas, N° 7
ecuaciones

cuadraticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:
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e ax?=b
e (ax+b)>=c
e ax’+bx=0
e ax’+bx=c

a, b, c son numeros racionales, a # 0)

(

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Resolver guia de aprendizaje N°2 de ecuacion cuadratica
relacionada al método de Po-Shen Loh.

Habilidad OAH a
Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes: -
Simplificar el problema y estimar el resultado. -Descomponer el
problema en subproblemas mas sencillos. -Buscar patrones. -Usar
herramientas computacionales.
OAH d
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos.
OAH h
Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fendmenos de
la ciencia y la realidad.

Actitud OAA D

Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las
soluciones de los problemas.
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Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de la clase aprendizaje estimado
Inicio Actividad 1: El docente inicia la clase > Pizarra 5 min.

Encuentra las soluciones de las | saludando al grupo de curso, > Guia de trabajo
siguientes ecuaciones cuadréticas | les indica que se relinan con su > Plumén
utilizando el método de Po-Shen | grupo de trabajo y entrega la
. s > Cuaderno
Loh. guia de aprendizaje N°2. L
1 x2—x—1=0 > Lapices
El profesor transita por toda la
Desarrollo 2. a*+10a+16=0 sala monitoreando que todas 15 min.
3. s —14s = —24 las estudiantes se encuentren
4, r2—-8r+17=0 trabajando y responde dudas
] ) ) en caso de ser necesario. )
Cierre Situacion problema: 25 min.

Un curso organiza un asado de fin
de afio, para el cual una persona se
encarga de las compras y gasta
$45.000, dinero que sera devuelto
mediante una cuota que pagara
cada participante del asado. Pero
seis personas que habian dicho que
no irian, cambiaron de opinién y
asisten al asado. Entonces la cuota
por persona disminuye $250.
¢Cuantas personas asistieron al
asado?

Se debe limitar a solamente
responder dudas relacionadas
con el enunciado, con la
finalidad de no dar indicios de
como resolver el problema.
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Plan de clases

Eje tematico | Algebray funciones

Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesion
cuadraticas, N°8
ecuaciones

cuadraticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:
e ax?=b)
(ax + b)? =c¢
o ax’+bx=0
o ax’+bx=c
(a, b, c son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Analizar y resolver problemas que involucren ecuaciones
cuadraticas utilizando el método de resolucion de completacion de
cuadrados.

Habilidad

OAH a

Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes: -
Simplificar el problema y estimar el resultado. -Descomponer el
problema en subproblemas mas sencillos. -Buscar patrones. -Usar
herramientas computacionales.

OAH c
Utilizar lenguaje matematico para identificar sus propias ideas o
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respuestas.

OAH d
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos

OAH e

Explicar: -Soluciones propias y los procedimientos utilizados. -
Demostraciones de resultados mediante definiciones, axiomas,
propiedades y teoremas. -Generalizaciones por medio de
conectores logicos y cuantificadores utilizandolos apropiadamente

OAH h

Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de
la ciencia y la realidad.

Actitud OAA A
Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de la clase aprendizaje estimado
Inicio Activaciéon de conocimientos | El profesor inicia la clase > Herramienta 15 min.
previos: saludando a las estudiantes y TIC (PPT)
1. Factoriza el siguiente | les  solicita  sacar  sus > Pizarra

trinomio: materiales para iniciar la clase.
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x24+6x+9

2. ¢Qué le deberiamos hacer a
la ecuacion x? + 8x + 15 =0
para que el primer miembro
sea un cuadrado de
binomio?

Se comienza con la activacion
de conocimientos previos, se
asignan 15 minutos para su
desarrollo, durante este
momento el docente transita
por toda la sala monitoreando
coémo trabajan las estudiantes,
transcurrido el tiempo les
solicitara a tres alumnas salir a
la pizarra para que realicen el

desarrollo del ejercicio vy
puedan comparar los
resultados.

Desarrollo

Situacion problema 1:

El marco de una pintura mide 18 cm
por 14 cm. La pintura ocupa

192 cm?. Encontrar el ancho del
marco.

Se presenta la situacion
problema 1, para ello se
designaran 20 minutos.

El docente transita por toda la
sala  monitoreando cémo
trabajan las  estudiantes,
transcurrido el tiempo les
solicitara a una estudiante salir
a la pizarra para que realice el
desarrollo del problema y se
puedan comparar los pasos
realizados con los del resto de
Sus compairieras.

> Plumoén
> Cuaderno
> Lapices

55 min.
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Luego, el docente
institucionalizara el método de
completacion de cuadrados.

Cierre

Ejercicios:

Resuelve las siguientes ecuaciones
cuadraticas.

x> +22x+21=0
n>—22n+102=0
s?2+8s+15=0
t2+7t—2=0

honE

El docente presenta los
ejercicios y asigna 15 minutos
para su desarrollo, en todo este
tiempo él transita por toda la
sala monitoreando que todas
las estudiantes estén
trabajando y responder las
dudas en caso de que surjan.

Transcurrido el tiempo el
docente solicitara a cuatro
estudiantes escribir y explicar
su desarrollo en la pizarra con
la finalidad de verificar que
todas hayan entendido vy
desarrollado el problema.

20 min.

Plan de clases
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Eje tematico | Algebray funciones

Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesion
cuadraticas, N°9
ecuaciones

cuadriticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictorica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:
e ax’=b
(ax + b)? =c¢
e ax’+bx=0
e ax’+bx=c
(a, b, c son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Resolver guia de aprendizaje N°3 de ecuacion cuadratica
relacionada al método de completacion de cuadrados.

Habilidad

OAH a

Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes: -
Simplificar el problema y estimar el resultado. -Descomponer el
problema en subproblemas mas sencillos. -Buscar patrones. -Usar
herramientas computacionales.

OAH d
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos.

OAH h
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Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de

la ciencia y la realidad.

Actitud OAAD
Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las
soluciones de los problemas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de laclase aprendizaje estimado
Inicio Ejercicios: El docente inicia la clase > Pizarra 35 min

saludando al grupo de curso, > Guia de trabajo
1. Determinar las soluciones de | les indica que se relinan con su > Plumén
las siguientes ecuaciones | grupo de trabajo y entrega la
e » p o > Cuaderno
cuadréaticas utilizando el | guia de aprendizaje N°3. .
método de completacion de > Lapices
cuadrados: El profesor transita por toda la
sala monitoreando que todas
1) x2—-3x—-28=0 las estudiantes se encuentren
2) a?—6a—16=0 trabajando y responde dudas
3) y2—-2y—-3=0 en caso de ser necesario.
4) h? +10h—24 =0
Se debe limitar a solamente
responder dudas relacionadas
Desarrollo | Situacién problema 1: con el enunciado, con la 30 min.
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Hallar el lado de un cuadrado cuya
diagonal mide 3 cm mas que un
lado.

finalidad de no dar indicios de
como resolver el problema.

Cierre Situacion problema 2: 25 min.
La hipotenusa de un triangulo
rectangulo mide 20 cm. Un cateto
mide 4 cm mas que el otro.
Encontrar la longitud de los catetos.
Plan de clases
Eje tematico | Algebray funciones Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesién
cuadraticas, N°10
ecuaciones

cuadriticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:

o ax’=0b

e (ax+b):=c
o ax’+bx=0
o ax’+bx=c

(a, b, c son numeros racionales, a # 0)
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Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Analizar y resolver problemas que involucren ecuaciones
cuadraticas utilizando la formula general.

Utilizar discriminante para encontrar el nimero de soluciones de una
ecuacion cuadrética.

Habilidad OAH b
Evaluar el proceso y comprobar resultados y soluciones dadas de
un problema matematico.
OAH c
Utilizar lenguaje matematico para identificar sus propias ideas o
respuestas.
OAH d
Describir relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje
matemético, esquemas y gréficos.
OAH h
Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fendmenos de
la ciencia y la realidad.
Actitud OAA A
Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas.
Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de la clase aprendizaje estimado
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Inicio

Pregunta de inicio:

¢, Como resolverias la ecuacion

5x2 — 8x = —3?

El profesor inicia la clase
saludando a las estudiantes y
les solicita  sacar  sus
materiales para iniciar la clase.

Se comienza con la pregunta
de inicio, se asignan 10
minutos para que las
estudiantes la analicen
individualmente, transcurrido el
tiempo les solicitara a las
alumnas que comenten sus
ideas.

Desarrollo

Situacion problema:

La suma de los cuadrados de tres
nameros pares consecutivos es
596. Determinar el mayor entero del
trio.

Ejercicios:

1. Determinar las soluciones de
las siguientes ecuaciones
cuadraticas utilizando la
férmula general:

1) —7x? —-25x+12=0

El profesor propone la
situacion problema y asigna 15
minutos para su desarrollo,
transcurrido el tiempo les
preguntard a las estudiantes
como lo hicieron dejando un
registro en la pizarra.

El docente institucionaliza el
método de resolucion de la
ecuacion cuadratica utilizando
la formula general haciendo
énfasis en que este método
sirve para aquellas ecuaciones
que tienen el coeficiente a

\J

VYVYY

Herramienta
TIC (PPT)
Pizarra
Plumén
Cuaderno
Lapices

15 min

55 min.
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2) 12a* 4+ 2a =a+ 19a
3) 7Th? —=7h+==0
4) 2j%+14j+12 =0

distinto de 0.

Luego, presenta los ejercicios
y asigna 20 minutos para su
desarrollo, durante este tiempo
el docente transita por toda la
sala respondiendo dudas
conceptuales.

Se recordard que es
discriminante.

Cierre

Actividad de cierre:

Determina el valor de m para que
las siguientes ecuaciones
cuadraticas cumplan con las
condiciones pedidas:

1. 4x>+4x+m=20

2. 2x2+m? = 3mx

3. 2mx?—-3mx+7=0

a. No tenga solucién

b. Tenga dos soluciones reales
e iguales

c. Tenga dos soluciones reales
y distintas

El docente presenta la
actividad de cierre y asigna 15
minutos para su desarrollo,
durante este tiempo él transita
por toda la sala respondiendo
dudas relacionadas al
enunciado.

20 min.
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Plan de clases

Eje tematico | Algebray funciones

Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesion
cuadraticas, N°11
ecuaciones

cuadraticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictérica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:
e ax?=b)
(ax + b)? =c¢
o ax’+bx=0
o ax’+bx=c
(a, b, c son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Resolver guia de aprendizaje N°4 de ecuacion cuadratica
relacionada a la féormula general y discriminante.

Habilidad

OAH a

Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes: -
Simplificar el problema y estimar el resultado. -Descomponer el
problema en subproblemas mas sencillos. -Buscar patrones. -Usar
herramientas computacionales.

OAH ¢
Utilizar lenguaje matematico para identificar sus propias ideas o
respuestas.
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OAH h

Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de

la ciencia y la realidad.

Actitud OAAD
Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las
soluciones de los problemas.

Momentos Actividades de aprendizaje Intervencion Docente Recursos de Tiempo
de la clase aprendizaje estimado
Inicio Ejercicios: El docente inicia la clase > Pizarra 20 min

saludando al grupo de curso, > Guia de trabajo
1. Determinar las soluciones de | les indica que se retinan con su > Plumén
las siguientes ecuaciones | grupo de trabajo y entrega la
o . . AN > Cuaderno
cuadréaticas utilizando la | guia de aprendizaje N°4. .
férmula general: > Lapices
El profesor transita por toda la
1) 4x>+12x =7 sala monitoreando que todas
2) 3y*=7y+4=0 las estudiantes se encuentren
3) 5t2 =80 trabajando y responde dudas
4) h?+7h =18 en caso de ser necesario.
5) 4a? =100
Se debe limitar a responder
Desarrollo [ Ejercicios: solamente dudas relacionadas 50 min
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2. Encontrar el valor del
discriminante y determinar
cuantas soluciones reales
tiene cada ecuacion
cuadratica.

1) 4x*+4x=1

2) 3z2+4z+2=0
3) 2a?+2a+3=0
4) 2y%? =4y -2

5) j2+2j—-2=0

Cierre

Situacion problema 1:

El liceo Paulina Von Mallinckrodt
busca fomentar la natacion en sus
estudiantes, para ello instalara una
piscina cuyo largo es de

20m y cuyo ancho es de 16 m. El
liceo compré un total de 160 m? de
pasto sintético que se pondra
alrededor de la piscina. Si se desea
utilizar todo el material disponible
¢,Cual es el ancho que debe tener
el pasto que rodeara la piscina para

con el enunciado, con la
finalidad de no dar indicios de
coémo resolver el problema.

20 min
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que quede
uniformemente?

repartido

Plan de clases

Eje tematico | Algebray funciones

Unidad o tema Unidad 2: Funciones | Sesion
cuadraticas, N°12
ecuaciones

cuadriticas y la
inversa de una
funcion.

Objetivo general de unidad

Resolver, de manera concreta, pictorica y simbdlica, o usando
herramientas tecnoldgicas, ecuaciones de la forma:
e ax’=b
(ax + b)? =c¢
e ax’+bx=0
e ax’+bx=c
(a, b, ¢ son niumeros racionales, a # 0)

Meta(s) u objetivo de aprendizaje

Analizar y resolver un problema contextualizado sobre ecuacion
cuadratica utilizando los distintos métodos de resolucion.

Habilidad

OAH a

Resolver problemas utilizando estrategias como las siguientes:
e Simplificar el problema y estimar el resultado.
e Descomponer el problema en subproblemas més sencillos.
e Buscar patrones.
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e Usar herramientas computacionales.

OAH b
Evaluar el proceso y comprobar resultados y soluciones dadas de
un problema matematico.

OAH ¢
Utilizar lenguaje matematico para identificar sus propias ideas o
respuestas.

OAH h

Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fenomenos de
la ciencia y la realidad.

OAH j
Ajustar modelos, eligiendo los parametros adecuados para que se
acerquen mas a la realidad

Actitud

OAA A

Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de
otras asignaturas.

OAAD

Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las
soluciones de los problemas.
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Momentos
de la clase

Actividades de aprendizaje

Intervencion Docente

Recursos de
aprendizaje

Tiempo
estimado

Inicio

Situacién problema:

Carla vende chocolates en el kiosco
de un liceo. Compra una cantidad
de cajas de chocolate por $40.000.
El dia lunes fue a comprar como
normalmente lo hace y se dio
cuenta que se instaldé una nueva
distribuidora de confites, decidi6 ir a
preguntar por el valor de las cajas
de chocolate y esta feliz, pues en
la primera distribuidora, ese dinero
le alcanza para 5 cajas menos
porque cuestan $400 mas. ¢, Cuénto
cuesta cada caja de chocolate en
cada local?

El profesor inicia la clase,
saluda al grupo de curso y
entrega la guia de trabajo que
contiene la situacién problema.

Indica las instrucciones para el
desarrollo de la actividad y
enfatiza en que esta comienza
con una etapa individual.

Designa unos minutos para
gue las estudiantes lean el
problema 'y escriban o0
subrayen informacién que
consideren importante.

Transcurrido el tiempo el
docente indica que deben
analizar la informacion que
aporta el problema y proponer
distintas estrategias para su
solucion dejando registro en su
cuaderno.

Desarrollo

Las estudiantes trabajan
individualmente en la solucion

Pizarra
Plumoén
Cuaderno

>
>
>
> Léapices

15 min

50 min.
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del problema.

Cuando el docente observe
que la mayoria de las
estudiantes ha  propuesto
algun desarrollo les indicara
gue deben juntarse en grupos
de a lo mas 3 estudiantes y
compartir sus estrategias.

Cuando el docente observe
gue los grupos terminaron de
discutir sus ideas les solicitara
a ciertas estudiantes compartir
sus estrategias y resultados
con el curso.

Durante todo el desarrollo de la
actividad el docente transitara
por la sala respondiendo
Unicamente dudas respecto al
enunciado del problema.

Cierre

El docente junto a |las
estudiantes ordenan las ideas
y sacan conclusiones respecto
a la situaciébn problematica
para dar una respuesta final e
institucionalizar el contenido.

25 min.
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