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1. Introduccién

Una de las metas que se propone la educacion chilena es el desarrollo de competencias y
la entrega de herramientas que permitan a los estudiantes desenvolverse en una sociedad
compleja y cambiante. Para esto el area de electividad en matematica busca ofrecer una
oportunidad de profundizar en los conceptos matematicos y ofrecer una primera
aproximacion a los curriculos universitarios mediante el programa de “Limites, Derivadas e
integrales” (Ministerio de Educacion, 2019).

Los estudios a nivel Universitario sobre el calculo dan cuenta que la principal dificultad
se encuentra la comprension del limite. Vergnaud (1990), en su Teoria de los Campos
Conceptuales, indica que la construccion de un concepto, o mejor dicho la conceptualizacion
de este, se produce de manera progresiva, en la medida que las situaciones a las que nos
enfrentamos permitan generar filiaciones o rupturas en la construccion de conceptos. Por su
parte la epistemologia, da cuenta que la conceptualizacién del infinito jug6 un rol primordial
en la construccion del Limite, en conjunto a distintos ejes de la matematica, como el
numeérico, geométrico y el algebraico. Por esto nos proponemos indagar en aquellas
conceptualizaciones que aportan a la comprension del concepto de limite.

La siguiente investigacion es del tipo cualitativa-descriptiva y tiene como finalidad
generar conocimientos para la escogencia de las actividades que se proponen a los estudiantes
considerando aquellas filiaciones y rupturas que estan presentes en su desarrollo académico

y aportan a la conceptualizacion del Limite.



El siguiente trabajo se conforma por 5 secciones que se describen a continuacion:
e Antecedentes y Objetivo de Investigacion

En este apartado se presentan otras investigaciones referidas a conceptos asociados a la
conceptualizacion del célculo y limites, mostrando los obstaculos que enfrentan los
estudiantes en la ensefianza superior. En base a lo anterior, se analizan los textos escolares
de primero y segundo afio de ensefianza media, en relacion con los conceptos que aportan a
la conceptualizacion de limite en cuanto a sus representaciones, filiaciones y rupturas. Estos
antecedentes dan forma a la pregunta de investigacion y los objetivos de esta.
e Objeto Matematico

Se hace referencia a la construccion historica epistemologica del limite, para

identificar aquellas concepciones que estan presentes en los matematicos de los distintos
periodos de la matematica.
e Marco Referencial

Se da a conocer una resefia de la teoria de los Campos Conceptuales de Gerard Vergnaud,
principalmente se describen algunos de los componentes de la teoria y nos permitiran llevar

a cabo nuestro andlisis de las producciones realizadas por los estudiantes.



e Marco Metodoldgico

Se expone y explica el tipo y disefio de estudio. Comenzando por la elaboracién del
instrumento, la eleccién de la muestra y posteriormente los analisis y producciones de los
estudiantes.
e Analisis, Resultados y Conclusiones

Finalmente, se presenta un andlisis detallado por pregunta para dar a conocer las
conceptualizaciones que se presentan en cada una de ellas y se da respuesta a la pregunta de
investigacién mediante los objetivos de la investigacion.
e Referencias Bibliograficas

En esta seccion se presentan las referencias bibliograficas utilizadas para esta

investigacion.
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2. Antecedentes y Objetivos de Investigacion
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En este apartado se dan a conocer los antecedentes que sustentan y dan sentido a la
investigacion. Para esto, se presentan estudios relacionados a la conceptualizacion del limite,
ademas se describen los textos escolares entregados por el Ministerio de educacion
(MINEDUC), para posteriormente describir el problema de investigacion y los objetivos de

estudio.

2.1. Estudios Relacionados

Se ha identificado que los alumnos de nivel medio utilizan la idea de limite asociada a
ideas del lenguaje comun desde un punto de vista geografico, como algo que no debe o0 no
puede ser sobrepasado. En estas nociones primitivas del limite, la expresion “tender hacia”
no forma parte del vocabulario del estudiante, dificultando la construccién de oraciones como
“Un color tiende a otro”, coartando la extrapolacion al contexto matematico, teniendo como
consecuencia que para el estudiante el Limite no tiene como significante ideas de variacion
de aproximacion de este limite (Cornu, 1981).

De esta manera damos cuenta de una dualidad entre “limite” y “tender hacia”,
provenientes del lenguaje cotidiano, por una parte “limite” es usado para designar algo
preciso, mientras que “tender hacia” es algo mas ambiguo. Pero es la nocidn de infinito quien
esta detras de ambas. Estas ideas intuitivas tienen que ver con que la nocion de limite no es
alcanzada, este error parece provenir del debate filosofico entre el infinito potencial y el
actual (Hitt, 2003).

En general, existe una desvinculacion entre la conceptualizacion de los estudiantes y el

concepto de limite, donde las definiciones formales no parecen estar al alcance de los
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estudiantes de ensefianza media y no les es posible crear un vinculo entre una definicién y
sus representaciones (Tall & Vinner, 1981).

Por otra parte, en la construccion misma del limite se pueden identificar cuatro pilares
principales en su estructura: los sistemas numeéricos, las funciones, los procesos infinitos y
las sucesiones, los cuales estructuran su construccion conceptual (Bustos, Naranjo, Pisco,
Torres, & Romero, 2016). Las dificultades que se presentan en estos pilares se manifiestan
fuertemente cuando los estudiantes ingresan a la educacion superior y se enfrentan al estudio
del célculo. Particularmente en chile, los docentes universitarios declaran que sus estudiantes
presentan complicaciones para el trabajo con funciones, algebra basica, subconjuntos reales
y, en menor medida, sucesiones y series (Irazoqui Becerra & Medina Rivilla, 2013).

Los estudios relacionados a la construccion de los conjuntos numeéricos en la ensefianza
dan cuenta que los estudiantes no visualizan de manera clara la relacion que existen entre los
distintos conjuntos que comprenden a los reales, ni su relacion con la recta numérica
(Artigue, 1995). Aunque no existe una relacién conceptual entre los conjuntos si se observa
un manejo de sus definiciones y propiedades, esto debido a la existencia de conflictos entre
las diversas conceptualizaciones que poseen de numeros, los conjuntos y el infinito que
dificultan la correcta conceptualizacion del limite (Leston, 2009).

Cuando hablamos de las dificultades relacionadas con las funciones, estas distan de ser
solucionadas cuando comienza la ensefianza del céalculo, Artigue (1995) deja de manifiesto
la existencia de cuatro tipos de dificultades:

— la primera, se relaciona directamente con la conceptualizacién de funcion por parte

de los estudiantes y su definicion formal, mostrando que la existencia de una brecha

entre ellas.
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— La dificultad de visualizar a las funciones como un proceso, dificulta la
conceptualizacién de conceptos claves en el calculo, como el limite, al encapsular a
las funciones en un estatus estructural, estatico.

— También se han identificado dificultades en la articulacion entre distintos registros,
debido a la predominancia del registro algebraico por sobre otros que podrian jugar
un rol importante en la comprensién del célculo, en particular del limite.

— La dltima dificultad, pero no menor, radica en la dificultad para considerar a las
funciones como una herramienta valiosa para el cambio de cuadros, especificamente
para transformar en funciones aquellas tareas que se disponen en otros cuadros 0
registros.

En una primera aproximacion a los procesos infinitos, encontramos que la expresion
“tender hacia” no se relaciona de manera intuitiva con el proceso del limite por parte de los
estudiantes, evidenciado en que se dira que la sucesion 0.9, 0.99, 0.999... “tiene por limite
1” 0 “tiende a 0.9999...”. (Hitt, 2003).

La notacion 0.9999... induce a los estudiantes a pensar en un proceso infinito no
terminado (infinito potencial), tan cercano a 1 como se desee, como una distancia
infinitamente pequefia que falta por recorrer (infinitesimal), pero no se ve al 1 como la
representacion del proceso terminado (infinito actual), trabajable mateméaticamente (Hitt,

2003).

14



2.2. Textos de estudios chilenos

Esta segunda parte de los antecedentes buscar contrastar la informacién de las
investigaciones en la ensefianza del limite con las propuestas educativas explicitadas en los
textos escolares chilenos. En primera instancia se revisa el programa de estudio del electivo
“limites, derivadas e integrales”, para identificar la progresion de conocimientos y los
distintos registros utilizados, y en segundo lugar se revisan los textos escolares de primero y
segundo medio con la finalidad de mostrar la transicion de los contenidos y ver su
correspondencia con las necesidades cognitivas para enfrentar el plan de estudio del plan

electivo.

2.3. Programa de estudio Limites, derivadas e integrales. Para formacion
diferenciada

Es necesario identificar la progresion de los conceptos que se presenta en el programa de

2

estudio del electivo “Limites, derivadas e integrales” propuesto por el Ministerio de
Educacion (MINEDUC), con la finalidad de evidenciar si esta permite la transicion de
conocimientos, generando esquemas adecuados, para eludir el obstaculo cognitivo que se
presenta en el pensamiento al transitar del infinito potencial al infinito actual, en post de la
conceptualizacién del limite.

En la primera unidad del programa se presentan las funciones, donde los conceptos que la
organizan propician la comprension del limite, como son lo variacional y el uso de distintos

tipos situaciones, acompafiado de diversos registros, como el natural, el grafico y el simbolico

(MINEDUC, 2020).
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La unidad dos da lugar a la conceptualizacion del infinito y, a través de este, del limite,
buscando el transito cognitivo desde el pensamiento potencial al actual, mediante el uso de
procesos infinitos geométricos, de ordenamiento y situaciones concretas. Se aborda también
desde una perspectiva numérica acompafnada de la ampliacion de conceptos como
continuidad, divergencia y convergencia. Se propone ademas el debate filosofico a traves de
la paradoja de Zenon, y argumentando la nocion de limite en diversos contextos con la
finalidad de propiciar una aproximacion intuitiva, haciendo uso de diversos tipos de registros

y representaciones (MINEDUC, 2020).

2.4. Primero y Segundo Medio

Los textos de primero y segundo medio, dispuesto MINEDUC para este afio 2020,
disponen en cuatro unidades: Numeros, Algebra y Funciones, Geometria y finalmente
probabilidad y estadistica.

En la primera unidad de nimeros para primero medio, el foco de trabajo esta en ampliar
los conjuntos numéricos presentando al conjunto de los racionales, con el objetivo principal
de la operatoria, si bien se utilizan distintas tareas para su ensefianza, se observa la
predominancia del registro simbdlico. Si bien en esta parte de la unidad se hace alusion al

concepto de infinito, como se muestra en la siguiente ilustracion.
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b Los numeros naturales (M) se representan por M ={1,2,3, .. 1.
b Los numeros enteros (Z) se representan por Z =1{...-2,-1,0,1,2.. .},

» Los nimeros racionales ((}) se representan por:

Q={%talquea,b€2,b;ﬁ0}
b El siguiente diagrama te ayudara a comprender el conjunto de los ndmeros racionales.

Fracciones »

L_ﬁ||\_|

MNumeros

X Finitosk —3,5
racionales

Decimales Periadicos » 05353 = O,§
Infinitos

Semiperiédicos b —2,34747... = -2,347

Simbolicamente se tiene que: N C Z C @, es decir, todo nimero natural es un nimero entero y todo
niimero entera puede ser representadn comao un niimero racional

lustracién 1: Diagrama de ndmeros racionales. 1°Medio, 2019

En el desarrollo de la unidad no se evidencia intencionalidad de profundizar en este
concepto, priorizando la operatoria numérica, como se muestra en la siguiente ilustracion del
algoritmo para la adicién y sustraccion, ocurriendo de igual manera para la multiplicacién y

divisién de nimeros racionales.

Para resolver una adicion o sustraccion de numeros racionales, considera lo siguiente:

» Siestan representados como ndmeros decimales, los ordenas de manera vertical, con la condicién de
que la coma decimal quede alineada, y resuelves.

» Siestan representados como fracciones, simbolicamente resuelves:
. a ¢ a-d+b-c L. a4
Adicion: T+ S5=""1"">7— Sustraccion: 3 -5 =
b d b-d b d

Donde a, b,c, dEZ,conb=0,d #0.

» En el caso que los nimeros sean enteros, utilizas los procedimientos que ya has estudiado.

llustracion 2: Adicidn y sustraccion de nameros racionales. 1°Medio, 2019
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Dentro de la primera unidad, también se amplian los conocimientos sobre potencias.
Destacamos una tarea con base en el triangulo de Sierpinski, como un proceso infinito, pero
que no es tratado como tal, sino que es un medio para reforzar las nociones de potencias,
como se muestra en la ilustracion 1, sin incurrir a ideas de convergencia o caracteristicas

geométricas de este que podrian servir como peldafio para la construccion del limite.

Potencias de base racional y exponente
entero

El triangulo de Sierpinski es una estructura que se genera por un Proceso recur-
sivo a partir de un triangulo del cual se extraen triangulos de menor tamarnio. La
secuencia de la construccion es la siguiente:

1° La figura original es un triangulo (Figura 0).

2° Lafigura siguiente se genera dibujando triangulos con vértices en los puntos
medios de los lados y extrayendo el triangulo central.

3° Serepite este proceso en cada tridangulo no extraido.

Figura 0 Figura 1 Figura 2 Figura 3

h Trabaja y comenta las siguientes preguntas con tus compafieros, considerando
gue el tridngulo usado anteriormente es equilatero.

» Sila medida de los lados del triangulo inicial es 1 cm, jcuanto miden los lados
de los triangulos mas pequerios de las figuras 1, 2y 37

e [Escriban los resultados anteriores usando potencias.

llustracion 3: Texto del Estudiante 1°Medio, 2019
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En la unidad de algebra y funciones, se presentan los productos notables en primera
instancia, para luego dar paso al trabajo de sistemas de ecuaciones lineales de 2x2 y a las
funciones, a pesar de que se realiza un trabajo conjunto entre los sistemas de ecuaciones
lineales de 2x2 y las funciones, estas Ultimas actian como un medio para la ensefianza de la
primera, ilustracion 4, y donde finalmente predomina lo operacional y el registro simbolico.
Posteriormente se trabajan las funciones lineales con dos variables en las actividades no se

logra distinguir a las funciones como un proceso dinamico.

E Resuelve utilizando el método de igualacién el sistema de ecuaciones.

Ix—5y=3
Sx—-3y=7

Luego represéntala graficamente identificando el punto de interseccion.
D De ambas ecuaciones, "despejas’ y.

O3x-5y=3 P}f—%.\'—% 953‘—3}'—?>}'—%x—§

D Aligualar y resolver las ecuaciones @ y @ obtienes:

3 3_5 T 5 ac 13
=x-===x-=/-15 2 O9x-9=25x-35 3 x=-—=
5 5 3 3 8
—B Para calcular el valor de y remplazas x = % en la ecuacion @ o @,
y luego resuelves.
313y 3 9 3 3
=353 SR T > Y=g

D Compruebas las soluciones remplazando las soluciones en las ecuadiones iniciales.

Ln3x—5y-3setiene:3[%)—5[_%)-3#:—%-%-3.semarutienelaigualdac.
cx—3p=7 setiene:5 (12— 3(2) =65 - 9256 — 7 .o mantiene [a iqualdad
En 5x— 3y -:e.lclc._[ﬁ) _1‘3] Rl 7, 5 mantiene la igualdad.

Respuesta: La solucion al sisterna de ecuaciones es x = % y= é Su represen-

tacian grafica es

llustracién 4: Texto del estudiante 1°Medio, 2019
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Para el texto de segundo medio, en la unidad de numeros, se amplian los conjuntos
numéricos con el conjunto de los irracionales y posteriormente se formaliza el conjunto de
los nimeros reales, si bien se utilizan distintos registros, predomina el simbolico, debido a
que el foco esta en la operatoria de nUmeros, como se muestra en la sintesis del conjunto real

en la ilustracion 2.

El conjunto de los niumeros reales, con la adicion y la multipli-
cacion, cumple las propiedades de clausura, conmutatividad,
asociatividad, distributividad de la multiplicacion respecto de la
adicion, existencia del elemento neutro para la adicién y para
la multiplicacién, asi como del elemento opuesto aditivo y el
inverso multiplicativo

llustracién 5: Texto del estudiante 2°Medio, 2019

Para la unidad de algebra y funciones, se pretende ampliar el conocimiento integrando el
comportamiento cuadratico, aunque el programa pretende que se relacione con actividades
cotidianas para su comprension, en el texto escolar predomina el registro simbdlico y en
menor medida el registro grafico-tabular. Si bien se presentan distintas tareas para la
conceptualizacidn de los conceptos, estas recaen en el llenado de cuadriculas cuyo objetivo

final es el operacional en lugar del conceptual, como se muestra en la ilustracion 4.
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1. Dadas las siguientes ecuaciones cuadraticas, identifica sus coeficientes y resuélvelas
aplicando la farmula general.

‘ Ecuacién Coeficientes

T Formula general
cuadratica 5 b =

Soluciones

x2+bx+8-=0

l
x2-x-2=0

2x?-bx-3=0 ‘

4x*+Bx+3=0

x2=10x+20=0

llustracién 6: Texto del estudiante 2°Medio, 2019

Posteriormente el trabajo con la funcidon cuadratica tiene como foco principal la

determinacion de elementos geométricos-cartesianos, mediante el trabajo algebraico, como

se muestra en la ilustracion siguiente.
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Actividades de proceso

1. Yague la pardbola tiene ciertas caracteristicas graficas, es posible esbezar su grafica
a partir de algunos puntos principales gue se pueden calcular a partir de los coeficien-

tes de la funcidn. Por ejemplo, para graficar flx) = 2x" - 8x + &, podemos buscar los
puntos de interseceidn con los ejes, y el vértice.

a. jEn gué punto la funcidn interseca el eje Y7

Para calcular el punto de intersaccidn con el eje Y, se reemplaza en la funcian el
valor asociado de x.

Entnm:es.f[ﬂ]-E-I]“-B-I:I-tﬁ-l }
Luego, el punto es [0, I c
b. ;En gué punto la funcidn interseca el eje X7 oc)

*

Para calcular el o los puntos de interseccidn con el
gje X, se iguala la funcidn a cero y se resuelve la ecuacidn correspond

Entonces de la ecuacién 2x? = Bx + & = 0 se aobtienen las Snlucin®

yX, = ‘:’ Luega, les puntes son [, O]y lﬁ&

c. JEn gué punto se encuentra el vértice de la funﬂ ax?s bxec?
fici

El vértice se puede abtener a partir de sus foa

b B -ﬁac)
el punto (- 3" s )

et a, by e como

Los coeficientes de flx] - Ex*-ﬁx%a- I..tr- I],r:- Iyse
b _ b = dac _
reemplazan en 52 i3 E
-
Luego, el vér \'ntu
-
Vi 3

d. Ubica \n os calculados en ]

el sigui grafico. Luego, dnelos a ,

ma para obtener la grafica -

( an. i
2 4 3 -2 4 Y 1 2 3 4X

llustracién 7: Texto del estudiante 2°Medio 2019
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2.5. Problema de Investigacion

En Chile, se implementa en 2020 las nuevas bases curriculares para tercero y cuarto
medio, donde se propone, como parte de la electividad la asignatura “Limites, derivadas e
integrales”, como un acercamiento al calculo universitario, para aquellos alumnos que deseen
ingresar a carreras cuyo eje central sean las matematicas. De los antecedentes, destacamos a
la nocion de limite como uno de los focos de dificultad en la ensefianza y aprendizaje del
calculo (Artigue, 1995), esta dificultad esta estrechamente asociada a la compresion del
infinito (Hitt, 2003).

En el marco de la implementaciéon de la electividad, es necesario indagar como los
estudiantes, en el proceso de ensefianza previo a la toma del curso, han conceptualizado
algunos conceptos, que representan pilares para su comprension. Para llevar a cabo la
investigacién analizaremos las producciones de los estudiantes desde teoria de los campos
conceptuales de Vergnaud (1990) que nos permitira el analisis de los esquemas presentes al
enfrentar tareas que involucran conceptos de infinito y variacion. Surge entonces, la siguiente
pregunta de investigacion, ;Cudl es la conceptualizacion del limite que poseen los estudiantes

previos a su ensefianza formal en educacién media?

2.6. Objetivo General

De acuerdo con la pregunta de investigacion se plantea como objetivo general para la
investigacion:
e Analizar las conceptualizaciones del infinito que organizan la construccion del

concepto limite, en estudiantes entre 16 y 17 afos.
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2.7. Objetivos Especificos

Determinar cudles son las conceptualizaciones que permiten la construccion del
limite, desde la componente historica/epistemoldgica del concepto.

Caracterizar las producciones de los estudiantes al resolver tareas que involucran los
conceptos que organizar la construccion del limite.

Analizar las caracteristicas que presentan los esquemas desarrollados por los
estudiantes al resolver tareas que involucran los conceptos que organizan la

construccién del limite.



3. Objeto Matematico
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El objetivo principal es indagar sobre las conceptualizaciones que manifiestan los
estudiantes sobre el limite, especificamente de aquellas nociones que sostienen su
construccidn. Caracterizar las caracteristicas epistemologicas de su construccion nos guiara
en la busqueda de los esquemas que se presentan en bajo un determinado tipo de tarea que
enfrentara el estudiante. EIl proceso de la construccion del limite como objeto matematico,
fue lento y tardio, comenzando con nociones intuitivas de lo infinito para finalmente

asentarse al alero de la construccion del calculo (Medina, 2001).

3.1. Limite

Se destacan tres etapas en la construccion del limite, donde se construyen las distintas
concepciones que dan vida al concepto, cada periodo caracteriza a la nocion en funcion a sus
necesidades socioculturales y a debates filosoficos de las distintas ideas asociadas al infinito

(Vigo & Abalos, 2010).

3.1.1. Laantigliedad (época griega)

Esta época se caracteriza por el trabajo puramente geométrico-estatico desarrollado por
los griegos, en el calculo de areas de figuras planas y volumenes de cuerpos geomeétricos, se
destaca el trabajo de Eudoxo (408-355 a.C.) quien mediante el método de exhaucion presenta
de manera implicita el concepto de limite. Zenon (480 a.C.) se aventura al infinito en su
paradoja donde visualiza al espacio como la suma de infinitos instantes, esta paradoja llevé

a los griegos a aferrarse a la geometria estatica para evitar el infinito (horror al infinito) lo
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que se debe a la no existencia del conjunto real y al escudlido concepto de funcién que
manejaban (Vigo & Abalos, 2010).

En la época del renacimiento, en la presencia del horror al infinito, la nocion de limite se
trabaja como una aproximacioén “finita”, al tomar “una” cantidad que sea la mejor

aproximacion al limite, impidiendo ver la “aproximacion” como un proceso que llega a un

resultado, el limite (Medina, 2001).

3.1.2. Siglo XVIly XVIII

Gracias al desarrollo al desarrollo previo del concepto de funcion, sus representaciones y
su vinculo con la geometria analitica, el estudio de la variacion infinitesimal permite a los
matematicos la construccién del infinito actual y aproximarse de manera implicita a la nocion
de limite, mediante el estudio de los fendmenos fisicos (Vigo & Abalos, 2010).

Los trabajos de Newton y Leibniz, en relacion a lo infinitamente pequefio (infinitesimal)
en el estudio de las curvas y sus expresiones analiticas, acompafiado del paso del concepto
de variable al de funcion, con la finalidad de resolver problemas en situaciones de
movimiento los llevaron al trabajo implicito del limite como un valor tan pequefio como se
quisiera, con una mirada “actualista potencial”, ya que su vision alin era estatica pero admitia
la posibilidad de un resultado final (Medina, 2001).

En este periodo destacamos a D’ Alembert, por ser uno de los primeros matematicos que
busca definir el limite, tomando los trabajos de Newton, como:

Se dice que una cantidad es limite de otra cantidad, cuando la segunda puede aproximarse
a la primera mas que cualquier cantidad dada por pequefia que se la pueda suponer, sin que,

no obstante, la cantidad que se aproxima pueda jamas sobrepasar a la cantidad a la que se
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aproxima de manera que la diferencia entre una tal cantidad y su limite sea absolutamente

inasignable. Citado en (Blazquez & del Rincon, 2002).

3.1.3. Siglo XIX'y principios del XX

Esta etapa se sustenta principalmente por los trabajos de Cauchy y Weierstrass. Cauchy,
es el primero en trabajar el limite como un objeto matematico y no como una nocion
instrumental (Medina, 2001), y define continuidad de funciones, convergencia de series,
derivadas e integrales en funcion de este. Aunque su trabajo no es bien aceptado por la
comunidad matematica por el uso ambiguo de la terminologia ‘“se aproximan
indefinidamente...” y la rigurosidad matematica de sus publicaciones (Vigo & Abalos,
2010). Su trabajo converge en nociones de limites dindmicas como fronteras a veces
alcanzables y a veces inalcanzables (Medina, 2001).

Weierstrass, por su parte, también trabaja con el limite como un objeto estatico, en un
esfuerzo por evitar ideas de tiempo y movimiento, para trabajar puramente desde lo
matematico, es asi, que formula la definicién de limite que utilizamos hoy en dia (Vigo &
Abalos, 2010).

Si dado cualquier & positivo, existe un 6 tal que para 0 <n < §, la diferencia
f(xo £ n) = L es menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es el limite de de
f(x) para x = x,

Asi nos encontramos con la cristalizacion del conocimiento matematico, es aqui, con
Weierstrass que se destierran del limite las ideas de variable continua, de aproximacion e

infinitesimal constante o variable (Medina, 2001).
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4. Marco Referencial
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4.1. Teoria de los Campos Conceptuales de G. Vergnaud

La Teoria de los Campos Conceptuales (TCC) de Vergnaud (1990), nos permite localizar
y estudiar la conceptualizacion de los conceptos, desde un aspecto cognitivo del aprendizaje,
considerando su continuidad y sus rupturas. Esto nos permite dilucidar la construccion del
limite desde un punto de vista conceptual. Hemos dado cuenta de las dificultades que se
presentan al momento de enfrentar el limite, especificamente de aquellos conceptos que
suponen una dificultad para su conceptualizacion. Es por esto por lo que tomamos como
referente a la TCC, particularmente a sus ideas de Campo conceptual, concepto, situacion,
conceptualizacion y esquema.

Vergnaud (1990), define campo conceptual como un conjunto de situaciones cuyo
dominio requiere, a su vez, el dominio de varios conceptos de naturaleza distinta. En este
sentido hablaremos del campo conceptual del limite y del conjunto de los distintos dominios
para el desarrollo de un conjunto de situaciones (Vergnaud, 1990). Del desarrollo
epistemoldgico del limite identificamos situaciones del contexto geométrico, algebraico,
numeérico y analitico en que se desarrolla el concepto de limite.

Un concepto, se define como un triplete de conjuntos, distintos pero relacionados
necesariamente, el conjunto de situaciones -Sentido-, el conjunto de las invariantes
operatorias -Significado- y finalmente el conjunto de las representaciones -Significante-
(Moreira, 2002). En educacion, el concepto adquiere sentido para los estudiantes a través de
las tareas que se le proponen, y como estas, a través de las filiaciones y rupturas, permiten su
conceptualizacion de manera progresiva, en este sentido, un concepto no puede ser estudiado
de manera aislada, sino como parte de un sistema de conceptos. (Vergnaud G. , 2016). Asi,

debemos entender no podemos reducir el estudio del limite a su definicion, ni tampoco a su
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propio concepto, sino que también es necesario estudiar los conceptos proximos que forman
parte de un sistema.

En relacion con lo visto en el capitulo 2, del objeto matematico, se logra identificar que
los conceptos de infinito, continuidad y variable forman parte del sistema que permite
organizar la construccion conceptual del limite. Dentro de nuestro contexto investigativo, y
teniendo en cuenta que la conceptualizacion es un proceso que se prolonga durante un
periodo extenso de la vida, es importante indagar sobre el estado que estos han alcanzado en
los primeros dos afios de ensefianza media por parte de los estudiantes, es decir, como estan
siendo conceptualizados por ellos.

La situacion, entendida de manera distinta por Vergnaud a la situacion didactica, es toda
tarea 0 combinacion de ellas, las cuales tendran dificultades propias, que implican acciones
por parte del estudiante (Moreira 2004). Se definen dos tipos de tareas, la primera es aquella
donde el estudiante dispone de los medios, esquemas y competencias, para afrontarlo, y el
segundo tipo de tarea, es donde no dispone de los esquemas para resolverlo y debe buscar
estrategias nuevas creando esquemas nuevos (Vergnaud, 1990).

Entendemos esquema a la “la organizacion invariante del comportamiento para una
determinada clase de situaciones” (Vergnaud, 1990). Esta organizacion “invariante” no hace
referencia a los algoritmos de resolucién para las situaciones, sino a la estructura del
pensamiento que permite el uso del algoritmo. Para poder comprender la estructura del
pensamiento es necesario el acoplamiento tedrico esquema/situacién, pues seran las tareas
quienes se adapten para la generacion de esquemas. Los esquemas no son estaticos, pues a
través de filiaciones y rupturas de conocimientos, pueden ser modificados (Vergnaud G. ,
2016), y estos cambios en los esquemas también son vistos en el desarrollo epistemoldgico

del saber, en nuestro caso del limite. Son diversos los esquemas que se presentan en la
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epistemologia del limite y como se menciona anteriormente estos van acoplados a las
situaciones que afrontaron los matematicos en los distintos periodos.

Estos esquemas se componen por los siguientes ingredientes:

Metas y anticipaciones: Un esquema se enmarca siempre en una clase de situacion, donde
el estudiante descubre la finalidad de su actividad, pudiendo aparecer otras submetas
(Moreira, 2002).

Invariantes operatorias: Compuesto por los teoremas acto y conceptos en acto, son los
elementos que orientan al individuo en la seleccion de la informacidn pertinente para el caso
(Moreira, 2002).

Reglas de accidén: Componente de los esquemas que permiten la generacion y continuidad
de la secuencia de accion por parte del individuo (Moreira, 2002). Aqui se situan los procesos
y la validacion de estos mediante sus resultados, en una accién légica de implicancia
secuenciada del accionar.

Inferencias o razonamiento: Razonamiento que se efecttia con los tres puntos anteriores
durante la actividad frente a una situacion, permitiéndole realizar generalizaciones o
ejemplificar en el mismo nivel de situacion (Moreira, 2002).

Es en los esquemas donde centramos la investigacion, pues como Se menciona con
anterioridad es aqui donde habita la conceptualizacion del limite, especificamente en los
conceptos en acto, pues en estos aparecen de manera explicita la organizacion invariante del
pensamiento, y de manera implicita los teoremas en acto que dan vida al pensamiento siendo

el medio para inferir los objetivos y reglas de accién (Vergnaud G. , 2016).
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5. Marco Metodoldgico
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5.1. Enfoque y Alcance

La investigacion se aborda desde una perspectiva cualitativa descriptiva. El enfoque
cualitativo desde su acepcion mas integral busca dar respuesta al qualis (cual, qué) de la
naturaleza y esencia de algo, dando respuesta a través del conjunto de cualidades de este. De
esta manera, la investigacion cualitativa busca evidenciar la naturaleza profunda de las
realidades, en aquellas cualidades que dan razon a su manifestacion (Martinez, 2006).

El alcance del estudio es de tipo casos, ya que se pretende extraer informacion en
profundidad de un grupo de participantes (Hernandez-Sampieri & Torres, 2018). En este
sentido, se analizan en profundidad los esquemas presentes en los estudiantes en situaciones
que involucran el concepto de limite. Si bien, este tipo de estudio no busca generalizar la
informacion obtenida nos permite aproximarnos al estado de las conceptualizaciones

presentes.

5.2. Seleccion de la Muestra

Los diversos métodos cualitativos, tienen sus propios parametros para la escogencia de la
muestra, que a su vez le ofrece la informacion necesaria para la investigacion. Por lo general,
la muestra no puede estar compuesta por elementos descontextualizados, sino por un grupo
con vida propia (persona, institucion, grupo, etnia, etc.). De esta manera se desprecia la
cantidad de la muestra en beneficio de la calidad o la profundidad de esta, explicitando los
criterios de escogencia, segun la relevancia para los objetivos de estudio, que a su vez

sostiene su credibilidad (Martinez, 2006).
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Por esto, diremos que la muestra es del tipo intencionada, elegida por los criterios que
permitan obtener resultados fidedignos y pertinentes al objetivo investigativo. Se busca que
esta muestra sea equilibrada, es decir, considere los casos negativos o divergentes, pero
haciendo énfasis en los casos mas representativos. En otras palabras, el investigador juega el
rol de fotografo de la realidad, buscando el mejor angulo que permita capturar la riqueza que

tiene delante (Martinez, 2006).

5.2.1. Muestra

Se selecciona como muestra a un grupo de ocho estudiantes que ya cursaron los primeros
dos afios de enseflanza media, es decir se encuentran cursando 3°Medio. El criterio para su
seleccion es el rango etario de 16 y 17 afios, sin considerar rendimiento académico o
preferencia por la toma del electivo en cuarto medio, con la condicion de que su ensefianza
se haya llevado a cabo con los libros dispuestos por el ministerio de educacion.

De esta manera, decimos que la investigacién se basa en identificar posibles situaciones
problemas, desde lo cognitivo apoyado de la TCC, que se encuentren en los estudiantes,
referente a aquellos conceptos que permiten la conceptualizacion del limite y disponer de una

base para el investigador y otros docentes que se enfrenten a dictar este electivo.

5.3. Recoleccion de Datos

La recoleccion de informacion se obtendra mediante la aplicacion de un cuestionario de
preguntas abierta, aplicado de manera remota. El cuestionario consta de seis actividades que

tienen justificacion en el desarrollo historico del concepto de limite. Se les solicita a los
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estudiantes analizar las tareas propuestas de tal manera que permitan evidenciar el estado de
la conceptualizacion del infinito, en primera instancia, y ademas vislumbrar los teoremas en

acto y los conceptos en acto utilizados en los diferentes ejes del trabajo.

5.4. Cuestionario, Justificacion de la actividad y alcance de las preguntas

El cuestionario esta compuesto de 6 actividades con preguntas orientadoras, donde se
espera que el estudiante pueda responder justificadamente cada una de ellas, si bien el
cuestionario prioriza el registro natural-escrito, se sugiere a los estudiantes utilizar otros de
ser necesario para justificar sus respuestas, de tal manera que permita el analisis posterior
mediante su categorizacion.

Para el disefio del cuestionario se toma como principal referente el desarrollo historico del
mismo y los distintos problemas que enfrentaron los matematicos segun la época.

En el siguiente patron se muestra un cuadrado cuyo lado se reduce cada vez a la mitad.

a. ¢existe un Gltimo elemento?

b. ¢se puede ordenar desde la figura menor a la mayor? Explica.

O e
64 cm 32 cm 16 cm 8cm 4cm 2cm
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2. Setiene un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia, y se genera la siguiente
secuencia al aumentar el numero de lados del poligono. ¢Qué observas en el patron? (En

algun momento el poligono cubrira totalmente al circulo? Explica.

4000

3. Responde la siguiente pregunta teniendo en cuenta el decimal 0,999... (periddico). ¢ Cuantos

decimales tiene? ;Cudl es el nimero que le sigue y que tan cerca estan? Explica.

4. Imagina que por el borde de tu mesa camina una pequefia hormiga comenzando desde una
esquina y cada cierto tiempo recorre la mitad del espacio que le falta para llegar a la otra
punta.

a. ¢LaHormiga llegara en algin instante de tiempo a la otra esquina?

b. ¢Cuantos instantes tardard? Explica.

5. Dada la funcion f(x) = —§+ 2, ¢Qué ocurre con el valor de la funcion a medida que

aumentamos el valor de x?

2_
6. Grafica la funcion f(x) = ’;—_24 y comenta que ocurre en el punto (2,4)

37



5.5. Justificacion de las actividades.

Las primeras dos actividades se desarrollan en un contexto geométrico y las ilustraciones
fueron generadas por el autor de este trabajo, teniendo su justificacion en el primer periodo
del desarrollo del limite, donde el trabajo se realiza a través del infinito y diversos trabajos
filosoficos y geométricos, particularmente la segunda actividad esta basada en el método de
exhaucion que consisten en la aproximacién de areas y volimenes de figuras y cuerpos
geomeétricos a través de otras ya conocidas.

La tercera, quinta y sexta actividad son tomadas y modificadas del articulo presentado por
Hitt (2003). La tercera se cita desde Tall y Schwarzenberger (1978), donde en su
investigacion se presenta a los estudiantes la pregunta ;Es 0.999... igual a uno, o menor a
uno?, y se modifica con la intencién de no forzar la aparicion explicita del valor 1 como
limite, sino méas bien para pretender evidenciar un proceso que lo genere cognitivamente. La
quinta y sexta actividad tienen por objetivo dilucidar sobre concepciones del limite en un
entorno funcional, particularmente en lo que hace referencia a teoremas en acto de tendencia.

La cuarta actividad, se justifica en la paradoja de Zendn, esta actividad fue extraida del

programa de estudio del electivo “Limites, Derivadas e integrales”.

38



6. Andlisis, Resultados y Conclusiones
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6.1. Categorizacion para el Analisis

6.1.1. Conceptualizacién del infinito

De acuerdo con Vergnaud, en la TCC, para estudiar la conceptualizacion de las cosas es
necesario indagar en los esquemas, pues aqui es donde esta se manifiesta. Es por esto, se hace
necesario caracterizar sus ingredientes: Metas y anticipaciones, invariantes operatorias,
reglas de accidn e inferencias o razonamiento. Estos ingredientes estaran presentes en las
respuestas que den los estudiantes al cuestionario.

De esta manera, se utilizara la categorizacion apriorista como medio para el anlisis de la
informacion recogida de los cuestionarios. Como es el investigador quien interpreta la
informacion en la investigacion cualitativa, es importante la elaboracion y distincién de
topicos a partir de los que se recoge y analiza la informacion (Cisterna,2005).

La categorizacion tiene sustento en el desarrollo historico-epistémico del limite, es decir
considera aspectos del desarrollo mateméatico como los obstaculos que surgieron a través de
este. Para ello se construye la siguiente categorizacién para los conceptos en acto utilizados.

- NI: No se evidencian conceptos asociados al infinito.

Esto no quiere decir que el estudiante no resuelva la situacion, sino que al hacerlo no se
presentan conceptualizaciones del infinito.

- Hrl: Horror al infinito-dindmico (Infinito Potencial)

Esta categorizacion representa a las respuestas donde se presenta el infinito en su caracter
potencial, es decir, se observa como un proceso sin fin y por lo tanto imposibilita el trabajo

matematico.
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- Hr2: Horror al infinito-estatico

Al igual que en el proceso anterior, se observa el infinito como un proceso interminable,

pero para trabajar con €l, se selecciona “un momento” de este como la mejor aproximacion.
- IE: Infinitesimal-estatico

Aqui se observa el uso del infinito, pero se considera como una pequefia diferencia

(ndimero) que falta por recorrer, tanto como se desee.
- ID: Infinitesimal-dinamico
Se considera una diferencia dinamica que falta por recorrer, lo que conlleva a despreciarla.
- 1A: Infinito Actual

Se considera al infinito como un objeto estatico trabajable en un entorno matematico.

Esta categorizacion da cuenta del concepto en acto que se pone en marcha al resolver cada
actividad propuesta, el uso de los conceptos pueden ser Unicos o transitar en relacion al
desarrollo o reflexion del estudiante en cada una de las actividades. por otra parte, los
teoremas en acto, que son la manifestacion explicita, quedan determinados por la actividad
misma y el tipo de respuesta solicitada, por ejemplo, para el registro natural-escrito, queda
en evidencia por las palabras utilizadas y la secuencia gramatical por la cual representa sus
ideas. Tanto los conceptos como los teoremas en acto seran analizados en cada una de las
actividades propuestas.

Por otra parte, las metas y anticipaciones, determinadas por los pasos requeridos por el
estudiante para completar la actividad, seran analizadas en las actividades cinco y seis, debido
a que se requiere de un procedimiento y el uso de distintos registros para ser completadas,
aunque no se descarta ser analizada en algun participante particular si estas aparecen de

manera explicita.

41



Las reglas de accion estan determinadas la capacidad de generar una secuencia logica y
organizada de la actividad, ademéas de la validacion mediante resultados. Podemos
caracterizar de esta manera las justificaciones utilizadas por los estudiantes, en un registro
particular o un contexto determinado.

Finalmente, las inferencias seran evidenciadas en el analisis por estudiante, debido a que

estan determinadas por la capacidad de ejemplificar o generalizar las situaciones.

6.1.2. Tipo de Registro utilizado

Se proponen 3 categorizaciones para el sistema de representacion utilizado por los
estudiantes en cada tarea, estos son:

Verbal Escrita (VE): Para aquellas que utilizan el sistema verbal escrito para responder a
la tarea.

Numeérico-Escrito (NE): Se dira que la respuesta es del tipo NE, a aquellas del sistema
verbal donde se incluyen datos numéricos, pero solo a modo de ejemplificacion, sin utilizar
célculos o tablas.

Numeérico (N): Para aquellas respuestas donde se utilizan célculos numéricos y tablas para
la tarea.

Algebraico (A): Para aquellas representaciones del tipo algebraicos.

Geométrico (G): Cuando es utilizado un sistema de representacion en el plano cartesiano.
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6.1.3. Justificacién

Para dar cuenta de la presencia de justificacion para la actividad y la estructura de esta se
proponen en esta investigacion las siguientes categorias:

Se denotard por 0, la no justificacion en la respuesta.

Reflexiva Cotidiana (JRC): En el caso que el estudiante justifique su respuesta mediante
la reflexion basada en un contexto cotidiano sin conceptos matematicos de por medio.

Reflexiva Numérica (JRN): Si el estudiante justifica su respuesta extrapolando contexto
cotidiano con conceptos matematicos.

Numérica 1 (JN1): Si justifica solo por medio de los conceptos matematicos, sin utilizar
sus representaciones numericas.

Numérica 2 (JN2): Si justifica utilizando representaciones numéricas.

Algebraica 1 (JA1): Si justifica solo por medio de los conceptos algebraicos, sin utilizar
alguna de sus representaciones.

Algebraica 2 (JA2): Si justifica por medio de conceptos algebraicos mediante el calculo
de estos.

Geométrica 1 (JG1): Si justifica mediante el registro verbal escrito solo utilizando
conceptos geométricos.

Geométrica 2 (JG2): Si justifica por medio de conceptos geométricos y sus

representaciones.
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6.2. Analisis General

6.2.1. Sistema de Representacion

Tabla 1

Tipo de representacion utilizada al resolver cada tarea

Estudiante T1 T2 T3 T4 T5 T6

Al VN VE/G VN VE VE/A A

A2 VN VE VN VE/G VN VE/G
A3 VE/N VE VE VN N

A4 VN/G VE VN VE/G A G

A5 VE VE VN VE VN G

A6 VN/G VN/G VN VN N G

A7 VE VE VE VE VE

A8 VE/N VE VN VE VE/N VE/N/AIG
A9 VE/G VE VN VE VE VN/AIG
Al10 VE VE VN VN VE 0

All VE VE VE VE/G VE/A G

Al2 VE VE VN VN VE VE

Al3 VE/G VE/G VN VE/G A/N/VE VE/A/IG

Observamos en el cuadro de representaciones que el 86% del total de respuestas
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puestos en juego en cada actividad, pero con un tratamiento escaso.

corresponde al registro verbal escrito o verbal numérico, por otra parte, el 37% del total de
respuestas presentan otro tipo de registro, utilizado para representar o realizar un tratamiento

posterior. Esto da cuenta que los estudiantes utilizan 0 manejan conceptos que pueden ser



6.2.2. Conceptualizacién del infinito

Tabla 2

Tipo de conceptualizacion del infinito presente en desarrollo de la tarea

Estudiante T1 T2 T3 T4 T5 16
Al HrD/HrE NI HrD/1D HrD HrD NI
A2 NI HrD HrD HrD NI NI
A3 HrD ID IE HrD NI 0

Ad NI ID NI HrD NI NI
A5 HrD/ID HrD NI HrD 1A NI
A6 HrD/HrE HrE ID HrD NI NI
A7 HrD/HrE HrD HrD HrD NI 0

A8 HrD NI IE HrD NI NI
A9 NI NI IE NI NI NI
Al10 HrD/IA NI NI HrD NI 0

All HrE HrD NI HrD NI NI
Al2 HrE ID HrD HrD NI NI
Al3 HrD ID HrD HrD NI NI

De manera general en el tipo de conceptualizacion del infinito que predomina el “Horror
al infinito” en las respuestas de los estudiantes, con un 42% de presencia en el total de
respuestas obtenidas de los cuestionarios, principalmente el dinamico. Para las preguntas
cinco y seis, no se logran apreciar respuestas que involucren conceptualizaciones del infinito,

menos del 1%.
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6.2.3. Justificaciones

Tabla 3

Tipo de justificacion utilizada al resolver cada tarea

Estudiante Tl T2 T3 T4 T5 T6

Al JN2 JG2/IN1 JN1 JRC/JRN JAl JA2

A2 JN1 JG1/IN1 JRN JRC/IG2 JN2 JG2

A3 JN2 JG1/IN1 JN2 JN2 JN2 0

A4 IN2/JG2 JG1/IN1 JN1/JRN JRN JA2 JG2

A5 JN1 JG1/JRC JN1 JRC/IG1 JN2 JG2

A6 IN2/JG2 JG2 JN2 JN2 JA2 JG2

AT JN1 JG1 JN1 JRC JAl 0

A8 JN2 JG1 JN2 JN1 IN2/JA2 IN2/JA2/3G2
A9 JN1 JG1 JN2 JN1 JN1 JA2/)G2
Al0 JN1 JG1 JN1 JN1 JA1 0

All JN1 JG1 JN1 JG2 JA2 JG2
Al2 JN1 JG1 JN1 JN1 JA2 JG1
Al3 JN1 JG1 JN1 JN1 JN2 JG2

Al analizar el tipo de justificacion presente en el desarrollo de actividad se identifica que
aproximadamente el 50% de los estudiantes solo utilizan significados de los conceptos
asociados, mediante el registro verbal, para resolver y reflexionar en torno a la actividad,
mientras que el otro 50% utiliza algun tipo de tratamiento haciendo uso de los significantes

para apoyarse en la reflexion y establecer conclusiones en las actividades.
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6.3. Andlisis por tarea

Para el analisis de cada actividad consideramos tres grandes ideas; la primera, es que
los esquemas, como lo sefiala Vergnaud, se configuran de manera distinta segin la
experiencia que se tiene; lo segundo, que los esquemas que se han configurado de manera
previa 0 durante el desarrollo mismo de la actividad se ven influenciados por la
epistemologia, pues es la actividad quien evoca un determinado esquema; y la tercera, se
considera que los estudiantes cuentan con las herramientas, conceptos, necesarios para el
desarrollo, pero posiblemente no han desarrollado esquemas para enfrentarlos, lo que
significa que estos se estructuran a medida que abordan cada una de las actividades. Con esto
podemos identificar puntos en comun en las respuestas de los participantes, que pueden ser

evidentes o no.

6.3.1. Actividad 1

En el siguiente patron se muestra un cuadrado cuyo lado se reduce cada vez a la mitad.

¢existe un altimo elemento? ;se puede ordenar desde la figura menor a la mayor? Explica.

m]
64 cm 32 cm 16 cm 8 cm 4om 2cm ® @@
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Esta primera actividad, tiene como objetivo evidenciar conceptualizaciones del infinito en
una situacion que se presenta mediante representaciones geométricas-numericas, por medio
del enfrentamiento con una sucesion infinita de cuadrados cuyas dimensiones tienden a cero
cuando la sucesion tiende a infinito, o bien podemos decir cuyo limite es cero. En este
sentido, se espera que el estudiante determine como meta la no existe un dltimo elemento
debido al caracter infinito, pero que infiera en el ordenamiento la posibilidad de que exista
una cota, ene este caso, inferior, como un limite. Se prevé que los estudiantes utilicen
conocimientos (invariantes operatorias) relacionados a conceptos geométricos-numericos
para el calculo de areas o longitudes que permitan la continuidad del razonamiento (reglas

de accion-Posibles inferencias).

En esta actividad se identifica que 3 de los 13 estudiantes no logran identificar como meta
y posibles inferencias de la actividad la reflexion de la situacion en el contexto de infinito o
reflexionar sobre ideas primitivas del limite, como vemos en el caso de los estudiantes A2,
A4y A9, quienes no interpretan de la manera esperada el enunciado ni la representacién de

los puntos suspensivos en alusion de una sucesion infinita.

Si podria existir otro elemento después de el 2, ya que al dividirlo a la mitad da 1
por lo cual puede se pude agregar como un cuadrado, si se podrian ordenar de

menor a mayor ya que seria como si se estuvieran multiplicando por 2y a si se

pueden acomodar de esa manera

llustracién 8: Actividad 1 - A2
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llustracién 9: Actividad 1 - A4

lustracién 10: Actividad 1 - A9

Los otros 10 estudiantes identifican como meta de la actividad la reflexion o analisis sobre

el infinito. Los invariantes operatorios evidencian una conceptualizacion donde predomina
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el “horror al infinito” en sus dos variantes descritas en este estudio, es mas, aparecen de forma
dual en 4 de estos estudiantes, a causa de una contraposicion entre las ideas primitivas y los
conocimientos institucionales que poseen del campo numérico, como se muestra en la
respuesta de Al, quien se apoya en el “horror al infinito dindmico” para determinar que no
existe un ultimo elemento, pero acude al “horror al infinito estatico”, escogiendo un elemento
del infinito que le permita ordenar la secuencia. Si bien, los estudiantes identifican como
meta la reflexién al infinito, los invariantes operatorios que presentan en sus esquemas no
les permiten establecer una cota o limite de la sucesion para establecer un fin hipotético de
la sucesion y en consecuencia proponer un posible ordenamiento esperado bajo la mirada del

limite o una conceptualizacion actualista del infinito.

1. No exisle oo dlimo clemento, ya que Loy nimeros son finitoy |

s Jeoemos  un cvadrado  de  lade 2 y salbemos que el siquiente

% vedvird @ la milad ,dendremos on  coadrade  de lade &y
l.»ujo,. one de lado 0,5 y Weqode 0,25 ; 0,123 5 0,0025! 4
ast M\ini'\am&n-k,' Por otca ?ark, para  peder  ordenar los cwadca-
dos de menor a mayer o viceversar , sdlo s poede hacer me-
dionte o wmuestra  del cor\:')umo ‘otal (-}odos loy cvadrados wyo

lado M cedset o la mitad) ) ®e© no e puede ordenar sk Glbimo

ya ()ul al  Sev  admeroy ir\\»:n;\'o) no  sabemos donde  jaicia nj
donde  Yeeminan .

llustracién 11: Actividad 1 - Al

Por otra parte, el estudiante A8, analiza la situacion haciendo uso del registro y tratamiento

numérico para establecer una conclusion, como se muestra en la siguiente ilustracion.
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llustracién 12: Actividad 1 - A8

En el anélisis de esta actividad, se observa que aparecen fuertemente conceptos y teoremas
en acto relacionados a ejes numéricos para el calculo de longitudes o areas, y se deja de lado
los conceptos y representaciones geomeétricos, esto se debe posiblemente a la explicitacion
numéricas de las longitudes de las figuras en cuestion. Ponemos en contraste este analisis con
lo que sucede en la actividad 2, donde se realiza un trabajo geométrico sin un apoyo explicito

de representaciones numeéricas, lo que generd un trabajo bajo conceptos geométricos.

51



6.3.2. Actividad 2

Se tiene un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia, y se genera la
siguiente secuencia al aumentar el nimero de lados del poligono. ¢ Qué observas en el patron?

¢En algun momento el poligono cubrira totalmente al circulo? Explica.

AH000

Esta actividad tiene como finalidad vislumbrar la conceptualizacion del infinito en una

situacion geométrica. Al igual que la actividad anterior, tenemos como respuesta ideal
aquella asociada al limite, donde diremos que el espacio comprendido entre la circunferencia
y el poligono tiende a cero cuando el nimero de lados del poligono tiende a infinito, o bien
diremos que el limite de dicha sucesion es cero.

Ademas, este ejercicio al ser formulado bajo las ideas del método de exhaucidn, se espera
también que aparezcan ideas del “horror al infinito estatico”, debido a que la actividad evoca
esquemas del pensamiento presentes en la epistemologia, donde se opta por escoger una
mejor aproximacion, es decir, que al tomar un poligono con la suficiente cantidad de lados,
podriamos proponer que el area del poligono se parecera a la del circulo que encierra la
circunferencia, o bien, ideas infinitesimales, debido a que explicitamente se insta a la

reflexion mediante la diferencia o lo que falta por completar.
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Identificamos en las respuestas, que en los estudiantes Al, A8, A9y A10 no se identifican
conceptualizaciones asociadas al infinito en sus respuestas, particularmente el estudiante A8,
acude a la justificacion o reglas de accién asociadas conceptos geométricos y sus
definiciones, el uso de estos invariantes operatorios geometricos, en particular aquellos que
refieren a los lados de un poligono regular y la circunferencia, evidencian una contradiccion
con la posibilidad de acotar completamente el area del poligono a la circunferencia, tomando

a esta ultima como limite.
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lustracion 13: Actividad 2 - A8

Por otra parte,

los

estudiantes acuden con mas frecuencias a conceptualizaciones

dinamicas del infinito y lo infinitesimal para dar respuesta a la tarea, como se muestra de los
estudiantes A2, A5, A7y Al1 donde se evidencian conceptualizaciones asociadas al “horror
al infinito dinamico”, lo que posiciona estos esquemas mas proximos al concepto de limite,

por su parte A5 pone en juego conceptos geométricos de volumen, y justificando mediante

creencias.
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llustracién 14: Actividad 2 - A5
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Solamente el estudiante A6, acude mediante los conceptos que pone en juego a la
conceptualizacion asociada al “horror al infinito estatico”, escogiendo un poligono de 100
lados para determinar que se parecera a la circunferencia pero que le faltar un espacio por

Ilenar, como se muestra en la siguiente ilustracion.

éQué observas en el patron?
A medida que mas lados tiene una figura, mas parecido va quedando a un circulo
¢En algiin momento el poligono va a cubrir totalmente al circulo?

No, si tomamos en cuenta que hablamos de un poligono de 100 lados este parecera un circulo pero no utilizara todo el espacio del
circulo

lustracién 15: Actividad 2 - A6

De lo anteriormente sefialado, se identifica de manera general, y en contraste a la actividad
1, que las reglas de acciones y metas son abordadas mediante teoremas y conceptos en acto
del campo geométrico. Este contraste con la actividad 1 se debe posiblemente a la no
explicitacion de dimensiones en el problema. Esto puede aportarnos nociones sobre el
comportamiento de los esquemas en relacion con la informacién que se entrega en la
situacion.
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Esta actividad posiciona los nuevos esquemas en un punto mas proximo a la
conceptualizacion del limite a través del infinito. Recordando que un concepto cobra sentido
(se conceptualiza) para el aprendiz en medida que las situaciones permiten la filiacion o
ruptura de los esquemas construidos previamente, ademas, apoyado en los campos

conceptuales y representaciones que configuran el concepto.

6.3.3. Actividad 3

Responde la siguiente pregunta teniendo en cuenta el decimal 0,999... (periddico).

¢Cuantos decimales tiene? ;Cudl es el nimero que le sigue y que tan cerca estan? Explica.

Esta tarea tiene como objetivo determinar las caracteristicas de la conceptualizacion del
infinito en un entorno numérico, en este caso asociado a lo infinitesimal. En primera instancia
se pregunta por la cantidad de decimales, para evidenciar el caracter infinito de las cifras
decimales y con la siguiente pregunta se pretende generar una ruptura o filiacion de los
esquemas construidos con anterioridad. Con esto se pretende evidenciar en los invariantes
operatorios, cuales son los conceptos y teoremas en acto utilizados por los estudiantes, y

asociarlos a una determinada conceptualizacion del infinito.

Como en la mayoria de las actividades volvemos a encontrar el registro verbal escrito
como el predominante para el trabajo, donde 6 de los 13 estudiantes lo utilizan acompafiado
de registros numéricos. Los estudiantes en su totalidad acuden a ideas primitivas de limite,
como cercania, diferencia o proximidad para justificar su respuesta, los estudiantes A2, A3,

A4, A5, A6, A8, A9, A12 y A13 concluyen que el nimero que se encuentra mas cercano al
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0,9 es el 1, por otra parte, A2, A4, A5 y A6 ponen en juego teoremas y conceptos en actos
asociados a la aproximaciéon por redondeo, en algunos casos ejemplificando mediante

situaciones cotidianas, como se muestra en la siguiente ilustracion.

lustracion 16: Actividad 3 - A3

Los estudiantes A3, A8, A9, A12 y Al3 quienes también concluyen que el nimero mas
cercano es el 1, lo hacen utilizando conceptualizaciones asociadas a lo infinitesimal,
acudiendo a la existencia de una pequefia diferencia que existe entre ambos, como se muestra

en las siguientes ilustraciones.

3)

el decimal 0,999.... periddico tiene infinitos decimales después de la coma . ye le numero
mas cercano a esta decimal es el 1y su diferencia es de 0,00000........ 1

lustracién 17: Actividad 3 - A3
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llustracién 18:Actividad 3 - A8

El estudiante A8, establece una secuencia de accion que le permite alcanzar como meta la
reflexion en torno a lo infinitesimal y el limite, presenta invariantes operatorias errados el
procedimiento, asociados a esquemas que implican al concepto de decimal, al establecer la

diferencia como 0, 1.

6.3.4. Actividad 4

Imagina que por el borde de tu mesa camina una pequefia hormiga comenzando desde una
esquina y cada cierto tiempo recorre la mitad del espacio que le falta para llegar a la otra
punta. ;La Hormiga llegara en algln instante de tiempo a la otra esquina? ;Cuantos instantes

tardara? Explica.

Esta tarea, tiene sus bases en la paradoja de Zendn, tiene como objetivo el analizar la
conceptualizacion del infinito planteado en una situacion de movimiento, donde, si
consideramos infinitos intervalos de tiempo la distancia recorrida tiende a la de la mesa o
bien que su limite es la longitud de la mesa. En las actividades presentadas anteriormente el

limite o fin de la situacion no es alcanzado mas que de manera hipotética o conceptual
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mediante el limite, en esta paradoja el infinito debe coincidir con la realidad lo que genera la

paradoja.

Al revisar las respuestas de los estudiantes observamos que todos ellos acuden al registro
verbal escrito, ademas, los estudiantes A2, A4y Al3, se apoyan del registro grafico, como

se muestra en la respuesta de A4 en la siguiente ilustracion.

lHustracién 19: Actividad 4 - A4

Como consecuencia del planteamiento de la actividad los 13 estudiantes presentan
esquemas asociados al horror al infinito dinamico, donde 5 de ellos utilizan justificaciones
basadas en la experiencia cotidiana, particularmente el estudiante A1 compara en primera
instancia la actividad con las anteriores para determinar que no puede llegar al otro extremo,
pero especifica que al hacer la prueba -entendemos que empirica- la hormiga si llegara en un

momento determinado pero incierto de tiempo al otro extremo.
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llustracién 20: Actividad 4 - Al

De manera similar responden los estudiantes A2, A4, A5 y A7, quienes realizan una
reflexion de la situacion basada en la intuicion o la experiencia propia, como se muestra en

las respuestas de A5 y A7 en las siguientes ilustraciones.

= \ || |
PN/ 1/a hormeca |s puche Lot al | \
W\{ o L ul Qtlo lcnica 5
[nw G clescle’ ¢l aolo v Q s le \ \ ‘
[[n G ’\,)7 inde fnio, & - I'PA:)?YELdUOn la o
dl 7)o YNo) |Fonte 2 \AN N Cuen i : \
olo | ‘se af&s 20l f ’ \ J‘\ “\L\LSQ

lustracién 21: Actividad 4 - A5

llustracién 22: Actividad 4 - A7
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Debemos destacar la respuesta a la actividad del alumno A9, quien reflexiona que la
hormiga debe recorrer la segunda mitad de la mesa en el mismo tiempo que tarda en recorrer
la primera mitad, esta reflexion se destaca debido a que predomina el pensamiento légico de
lo tangible por sobre el razonamiento matematico, y es un primer paso para comprender la

paradoja de Zenon, como se muestra en la siguiente ilustracion.

llustracién 23: Actividad 4 - A9

En el desarrollo de esta actividad se presentan conceptualizaciones asociadas al infinito
dindmico, aunque sigue formando parte del fendémeno del “horror al infinito”, es una
interpretacion de este proxima a la conceptualizacion actualista del infinito que da paso al
concepto del limite, epistemoldgicamente hablando. Se observa que los esquemas
presentados por los estudiantes, al desarrollar la actividad, propician la reflexion en torno al
infinito pero que no se genera una contraposicion reflexiva con la realidad, esto manifiesta
una predominancia de los conceptos y teoremas en acto entregados por la institucién sobre

los que se puedan general de la entorno real.
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6.3.5. Actividad 5

-z 1 ; ., .
Dada la funcion f(x) = — ~+ 2, ¢Qué ocurre con el valor de la funcién a medida que

aumentamos el valor de x?

Esta tarea tiene como finalidad caracterizar la conceptualizacion de los estudiantes sobre
el infinito en un entorno algebraico-funcional. Se espera que los estudiantes anticipen en
consecuencia de las actividades anteriores el caracter infinito de la variable x, si bien en la
forma gréafica de la funcion encontramos dos asintotas, a priori esperamos que solo
caractericen la correspondiente a la recta x = 2, esperando que determinen y grafiquen los
puntos para x = 0. De esta manera, esperamos encontrarnos con el uso de registro numérico-
tabular, gréafico y algebraico a modo de tratamiento y conversién. Finalmente, como respuesta
ideal el estudiante deberia concluir sobre el caracter infinito de la variable x y de que la
funcién tiende o se aproxima al valor 2, o bien decir que el limite de la funcion es 2.

En contraste con las tareas anteriores, aqui dejamos de ver la predominancia del registro
verbal escrito, y 8 de los 13 estudiantes utilizan registros algebraicos y numéricos para
resolver la actividad. Sin embargo, solo en el estudiante A5 observamos evidencias de
conceptualizaciones del infinito, concluyendo que la funcién se aproxima al 2 pero sin llegar

a tocarlo, como se muestra en la siguiente ilustracion.
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llustracién 24: Actividad 5 - A5
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Si bien el estudiante A5, concluye en torno a una conceptualizacién del infinito, es decir
comprende el caracter infinito en la actividad identificandola como su meta, no evidenciamos
submetas asociadas al calculo de la variable para justificar, pero si en los conceptos que
utiliza, especificamente al mencionar “se agranda” y “acercara”, denotando el caracter
variable y de tendencia respectivamente. El estudiante A1, reflexiona de manera similar, pero
responde de manera genérica en base a los conceptos de funcion que maneja, aseverando que
la funcidn “puede aumentar o disminuir”, pero sin identificar una meta en la actividad, como

se muestra en la siguiente ilustracion.

llustracion 25: Actividad 5 - Al

El resto de los estudiantes no logra identificar como meta el carécter infinito de la
actividad, sin reflexionar o concluir sobre este, como es el caso de A4, quien realiza un

tratamiento mediante el registro algebraico.
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lustracién 26: Actividad 5 - A4

Ahora que se han sefialado algunas estructuras presentes en el andlisis de esta actividad,
precisamos detallar la actividad 6 para, en conjunto, dar un analisis mas en profundidad de
los esquemas que se presentan en las actividades relacionadas con funciones y presentar
posibles explicaciones de esta situacion, donde los estudiantes no son capaces de establecer
como meta el trabajo entorno al infinito para la construccion conceptual del limite o bien no

son capaces de responder con claridad.
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6.3.6. Actividad 6

2_
Grafica la funcion f(x) = x—_: y comenta que ocurre en el punto (2,4)

P

Esta tarea, al igual que la anterior, pone en una situacion algebraica al estudiante, tiene
como intencién generar una ruptura en los esquemas que podrian haber generado
anteriormente sobre funciones, debido a que al graficar la funcién toma forma de recta y
ademéas posee una discontinuidad evitable en (2,4). Tiene como objetivo analizar los
invariantes operatorios que ponen en juego, se espera que a priori grafiquen la recta
correspondiente asumiendo la existencia de todos los puntos y dejen un “salto” en el punto
en cuestion.

En esta actividad los estudiantes A3, A7 y A10 no responden la actividad, mientras que
Al recurre solo al registro algebraico sin graficar, dejando incompleta la tarea, como se

muestra en la siguiente ilustracion.

g -8 < (x Z\ + = (XAD
X - 2 X y .|

llustracién 27: Actividad 6 - Al

Los estudiantes A2, A4, A5, A6y All solo dejan evidencia mediante el registro grafico
obtenido mediante software, sin embargo, al no manejar el programa algunos obtienen
graficas que no corresponden a la actividad, ademas, no establecen ninguna conclusion,

dejando la actividad incompleta, como se muestra en la respuesta de A4.
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lustracién 28: Actividad 6 - A4

Los estudiantes A8 y A9, despliegan la gama esperada de conceptos y teoremas en acto,
utilizando el registro tabular, algebraico y grafico, pero cometen un error conceptual al
resolver la fraccion con denominador 0 como resultado 0, lo que le significa el graficar una
curva en lugar de una recta, indicando que el punto en cuestion no pertenece a la curva, como

se muestra en la siguiente ilustracion.
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llustracién 29: Actividad 6 - A8

Para finalizar el analisis de las actividades 5 y 6, relacionadas a situaciones del campo de

las funciones, notamos que los esquemas presentes no son Optimos para el trabajo con el

infinito. Los esquemas presentes en la conceptualizacion no permiten el razonamiento o las

inferencias para identificar como meta la reflexion en torno al infinito de la actividad. Si bien,

algunos estudiantes hacen uso de teoremas y conceptos en acto y representaciones gque sirven

como punto de control de la actividad, estos son herrados o no del todo claro, como ya lo

hemos mencionado en los antecedentes de la investigacion, esto es producto de una
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conceptualizacion de funciones inconexa entre las situaciones, los significados y los
significantes, lo que conduce a esquemas incompletos a pesar del largo trabajo que se realiza

en los distintos afos de escolaridad.
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6.4. Conclusiones

La teoria de los campos conceptuales ofrece un marco para el analisis de la
conceptualizacion que tiene un sujeto sobre un concepto. Para esto pone a disposicion el
concepto de esquema, y es aqui donde podemos visualizar el alma de la conceptualizacion,
modelando lo que se encuentra en el interior, la forma en que entendemos lo real, con las
representaciones externas y sus bases internas. De esta manera, esta investigacion se asienta
con el objetivo de aproximarnos a la conceptualizacién presente en un grupo de estudiantes
sobre el concepto de limite previo a su ensefianza.

Para esto, se disefid un cuestionario compuesto de 6 situaciones que involucran conceptos
estructuradores del limite, con principal foco en el concepto de infinito y sus
conceptualizaciones epistemoldgicas. Esto nos permitié identificar las conceptualizaciones
mediante el andlisis de los esquemas evidenciados en el desarrollo de las actividades por
parte de los estudiantes, permitiendo establecer directrices recurrentes entre los estudiantes
y poniendo en aquellas respuestas que difieren a lo que se esperaba a priori. De esta manera,
y a través de los objetivos especificos, podemos dar respuesta a la pregunta movil de este
estudio, ¢Cudl es la conceptualizacion del limite que poseen los estudiantes previos a su
ensefianza formal en educacion media?

A continuacion, damos a conocer los resultados de la investigacion en coherencia a los
objetivos especificos planteados en el capitulo 1.

Con relacion a las conceptualizaciones historico-epistemologicas que participan en la
construccion del concepto del limite, identificamos a la conceptualizacion del infinito como

piedra angular de su construccién y de cémo la historia y los conceptos matematicos permiten
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a los matematicos ampliar la comprension de este, desde la conceptualizacion potencial a la
actual, acompanada del desarrollo de conceptos geométricos, algebraicos y numeéricos.

Identificamos al horror al infinito como una conceptualizacion temprana de lo infinito,
esta se caracterizada por contradicciones producidas al enfrentar lo real con reflexiones o
paradojas que no pueden ser superadas por los matematicos de la época, de esta manera no
se puede enfrentar al infinito o bien se opta por un momento de este para poder trabajar.

Las conceptualizaciones infinitesimales, que se desarrollan gracias al avance en la
geometria y el estudio de las curvas mediante la construccion de conceptos de funcion. Esta
conceptualizacidn esta ad-portas de enfrentar el infinito para el trabajo matematico, pero se
concentra en la diferencia numeérica por alcanzar el limite. Este proceso vive dos etapas, la
primera donde se interpreta el limite como una diferencia infinitesimal en un momento dado
del infinito que permita trabajar o conjeturar en torno a este y una etapa posterior onde esta
diferencia infinitesimal se torna dindmica y por ende la podemos considerar despreciable en
los célculos matematicos.

Y en un desarrollo mas avanzado identificamos la conceptualizacion actualista, aqui
mediante la formalizacién de la matematica y los avances en los campos de conjuntos
permiten la construccién del limite, separando lo infinito y dindmico de este. Esto da paso
conceptualizar el limite desde un punto de vista estatico del concepto.

Al analizar los esquemas que se presentan en el desarrollo de las actividades, damos
cuenta en primera instancia que los estudiantes identifican como meta la reflexion en torno a
lo infinito en la mayoria de las actividades, como se muestra en los siguientes gréaficos,
exceptuando las actividades del entorno algebraico-funcional, esto posiblemente a lo que
menciona Artigue (1995), respecto a las dificultades que tienen los estudiantes con respecto

de la comprension de este concepto
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Identifica como meta la reflexiéon entorno al infinito

25

20
15
10
0 I . m B

Situaciones Geométricas Situaciones Numéricas Situaciones Algebraicas

wv

H Infinito M No Infinito M No responde

Por otra parte, los estudiantes utilizan de manera predominante el registro Verbal Escrito
para el desarrollo de las actividades, si bien las actividades no exigen un determinado tipo de
registro para su desarrollo, a pesar que se les da la posibilidad de justificar mediante el
registro que ellos estimen conveniente, como se muestra en la siguiente ilustracion por
actividad, donde identificamos que el registro verbal predomina, sobre las otras

representaciones afines, como las geométricas, numéricas o algebraicas.

70



14
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Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4 Actividad 5 Actividad 6
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W Verbal Escrito M Representacion afin

Por otra parte, al justificar las actividades se prioriza la justificacién mediante conceptos
numéricos y en menor medida justificaciones del tipo algebraico, damos cuenta ademas que

de manera homogeénea se usa 0 no representaciones al acompafiar la justificacion.

Justificaciones

Numeérica Geométrica Algebraica Reflexiva

30

25

20

15

10

[%2]

B Conceptual M Usa Representaciones
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Finalmente, para identificar cual de estas conceptualizaciones esta presenten en el
estudiante se construye un cuestionario que contempla dos situaciones que involucran
conceptos geométricos, dos situaciones numéricas y dos situaciones que contempla
conceptos algebraicos-funcionales. De esta manera logramos identificar que, entre las 78
respuestas obtenidas, entre los 13 estudiantes, predominan las conceptualizaciones asociadas
al “horror al infinito” independiente de tipo de situacioén planteada, como se muestra en la

siguiente ilustracion.

Conceptualizaciones

m Horror al infinito = Infinitesimal = Actualista NI = No responde

En el andlisis segun tipo de actividad, podemos identificar que tanto en actividades
geométricas como numéricas predominan conceptualizaciones asociadas al infinito actual, se
observa un leve aumento en las conceptualizaciones asociadas a lo infinitesimal en las
situaciones numéricas, como se observa en la siguiente ilustracién. Por otra parte, no se

logran apreciar conceptualizaciones del infinito en las situaciones algebraicas, esto se debe
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posiblemente a lo que hace referencia Artigue (1995), sobre las dificultades para articular los

conceptos implicitos o explicitos asociados a funciones.

Conceptualizaciones por tipo de situacion

25
20
15

10

, AN B - =

Situaciones Gemétricas Sitiaciones numéricas Situaciones Algebraicas
B Horror al infinito M Infinitesimal Infinito Actual No identifica M No responde

La predominancia de esta conceptualizacion temprana del infinito puede estar ligada al
escaso trabajo en torno a este concepto que se realiza en el contexto escolar. De los
antecedentes logramos identificar un escaso uso o nulo de representaciones que podrian
propiciar filiaciones o rupturas que aporten a la conceptualizacién del infinito y
posteriormente a la del limite.

Al analizar la informacion, damos cuenta que a priori, en nuestros estudiantes, la
conceptualizacion del limite se enmarca en aquellos conceptos tempranos en la
epistemologia, asociada a ideas del infinito inalcanzable, que imposibilita el trabajo
matematico escapando a la comprension o razonamiento tangible. Por otra parte, esta
capacidad de observar el infinito se encapsula muy naturalmente en situaciones geomeétricas,

si bien el concepto de limite, pensando en el triplete de conjuntos que cita Vergnaud, donde
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este se compone de situaciones que se transversalizan en distintos ejes de la matematica, los
alumnos que han participado de esta investigacion no han desarrollado la significacion del
concepto, en cuanto a sus significados y significantes, dificultando el proceso reflexivo de
las actividades propuestas.

Dentro del analisis realizado, damos cuenta que existen instancias en el curriculo que
aportan a la conceptualizacion del limite, a través de la reflexion del infinito, pero que estos
conceptos son relegados. Esta conceptualizacion obviada, de manera intencionada o no,
repercute en el estado del concepto del limite y del infinito que generan los estudiantes,
priorizando la generacion de esquemas que se apoyan en las ideas sociales o externas del
concepto en lugar de las que estan en post del concepto matematico.

Una vez dicho lo anterior, queda de manifiesto la relevancia de la conceptualizacién de
aquellos conceptos que aportan a la construccion de ideas de limite durante el proceso escolar
previo a la toma del electivo y por supuesto previo al enfrentarse a estos en carreras
universitarias. Damos a entender, y sustentados en la teoria de Vergnaud, que los procesos
educativos no son independientes, forman parte de un todo. En este sentido el proceso
escolar, debe garantizar filiaciones y rupturas adecuadas pensando en el proceso en si,
considerando aquellas conceptualizaciones construidas con anterioridad y las que estan en

construccioén.
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6.5. Proyecciones

Al completar y reflexionar sobre el proceso que se llevo a cabo en este trabajo de grado,
damos cuenta que algunos puntos pueden ser mejorados para enriquecer o ampliar los datos
aqui obtenidos. En aquellos puntos que pueden ser mejorados o reforzados, consideramos el
ampliar la busqueda de antecedentes y del objeto matematico con apreciaciones del infinito
en otras areas dentro de la misma ciencia, entorno social y desarrollo histérico-social, como
por ejemplo caracteristicas religiosas o creencias populares, para ampliar la mirada al
desarrollo conceptual de este fuera del entorno matemaético, que pueden aportar a la
confeccion de actividades reflexivas o investigativas en la gestion didactica de la ensefianza.
Otro punto que se debe mejorar es la complementacion de la informacion obtenida de los
cuestionarios con entrevistas guiadas para analizar en primera fuente los esquemas
desarrollados por los participantes al momento del desarrollo de cada actividad.

En aquellos aspectos que permitan ampliar la investigacion, podemos considerar indagar
sobre el comportamiento de los esquemas una vez finalizado el curso de profundizacién de
limites, derivadas e integrales haciendo una comparativa con esta estructura presentada de
manera preliminar a cursar el programa. Por otra parte, los datos de esta investigacion fueron
recolectados de un grupo de estudiantes en el momento previo a la toma del curso, 16-17
afios, pero puede ser planteada para afios incluso menores para analizar la conceptualizacion
del infinito y definir un desarrollo conceptual del limite o de los esquemas asociados a su

desarrollo.
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7. ANEXOS
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7.1. ANEXO 1: Respuesta Cuestionaros

7.1.1. Cuestionario Al

Actividad 1:

Actividad 2:




Actividad 3:

Actividad 4:

Actividad 5:

Actividad 6:




7.1.2. Cuestionario A2

Actividad 1:

Si podria existir otro elemento después de el 2, ya que al dividirlo a la mitad da 1
por lo cual puede se pude agregar como un cuadrado, si se podrian ordenar de
menor a mayor ya que seria como si se estuvieran multiplicando por 2y a si se
pueden acomodar de esa manera

Actividad 2:

Se puede observar que al aumentar los lados se le forman puntas, por lo cual
genera que en ningun momento el poligono pueda cubrir completamente la
circunferencia, porque aunque aumenten los lados no podra, ya que tiene lados
infinitos y cualquier figura puede estar dentro pero no la podra cubrir por completo

Actividad 3:

81

Es infinito por eso sale como 0,999... ya que no tiene fin, el numero que le sigue
es el 1, es el mas cerca por lo mismo cuando ponen 1,790 uno lo asemeja a 1800



Actividad 4:

La hormiga si llegara en algun momento a la otra esquina, pero no se puede saber
cuanto exactamente ya que no se especifica el tamafio de la mesa ni cuanto se
demoro la hormiga en llegar a la mitad de la mesa, por lo cual no se puede tener
con exactitud cuanto le tomara cruzar toda la mesa

Actividad 5:

El valor de la funcion va a ir disminullendo y cada ves va a estar mas cerca de 0,
en este caso esta mas cerca de 2
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Actividad 6:

Se puede notar que no esta marcado en 4 ya que queda en 2 y 2 queda negativo
al ser pasado a un grafico
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7.1.3. Cuestionario A3

Actividad 1:

Actividad 2:

2)

al aumentar el numero de lados lo que yo observo es que las partes visibles de la
circunferencias disminuyen . yo digo que en algin momento el poligono si cubrira toda la
figura ya que un poligono entre mas lados tiene este va adquiriendo mas forma circular,
tambien por que un circulo es un poligono con una cantidad incontable de lados.

Actividad 3:

3)

el decimal 0,999.... periddico tiene infinitos decimales después de la coma . ye le numero
mas cercano a esta decimal es el 1y su diferencia es de 0,00000........ 1
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Actividad 4:

4)

yo digo que la hormiga no llegara a la mesa ya que esta nunca recorrera el total
ej

mesa con 100 cm de largo

en el primero recorre 50 cm

después 25

luego 12,5; 6,25 ..... y nunca lograra recorrer el total de la mesa

Actividad 5:
5)
a medida que aumentamos el valor de X el resultado aumenta

ej. -1+2=1 ; -0,5+2=1,5; -0,3333+2 =1,66666667 ...........

Actividad 6:

6 ) no pude resolver el ejercicio
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7.1.4. Cuestionario A4

Actividad 1:

Actividad 2:




Actividad 3:

Actividad 4:
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Actividad 5:

Actividad 6:
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7.1.5. Cuestionario A5

Actividad 1:

Actividad 2:

Actividad 3:

Actividad 4:
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Actividad 5:

Actividad 6:




7.1.6. Cuestionario A6

Actividad 1:

=
=x
®oe0

(Existe un ultimo elemento?

No, debido a que el siguiente cuadrado es la mitad del anterior y que en los nimeros racionales existen nimeros mas pequefios que
el “1” existen muchos mas cuadrados después del de “2cm”

éSe puede ordenar las figuras de menor a mayor? Explica

Si se puede ordenar de menor a mayor pero desde algtin punto especifico, por ejemplo desde el cuadrado de 1cm hasta el de 32cm,
debido a que existen nimeros infinitos y no se podrian ordenar todos de menor a mayor
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Actividad 2:

éQué observas en el patron?
A medida que mas lados tiene una figura, mas parecido va quedando a un circulo

¢En algin momento el poligono va a cubrir totalmente al circulo?

No, si tomamos en cuenta que hablamos de un poligono de 100 lados este parecera un circulo pero no utilizara todo el espacio del
circulo

Actividad 3:

éCuantos decimales tiene 0,999...7
0,999... tiene decimales infinitos, lo que significa que tiene infinitos 9 decimales de la coma
¢Cudl es el numéro que le sigue y que tan cerca estan?

El numero que le sigue es el “1” y estan a un decimal de distancia, aunque solo seria una aproximacicn debido a que al ser periédico
tendria mas numero después
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Actividad 4:

¢éLa hormiga llegara en algiin instante de tiempo a la otra esquina?

No, si tomamos en cuenta que la mesa mide 2metros por ejemplo, en el primer instante llegaria a la mitad que serian 1 metro, al
otro instante IIﬁgaria a 50 cm y al siguiente llegaria a 25cm y luego a_12.5cm y asi sucesivamente.

Actividad 5:

F(x)=-1/x + 2 égue ocurre en la funcién a medida que aumentamos el valor de X?

A medida que vamos aumentando el valor de X la funcion se va haciendo cada vez mas grande pero de a poco por ejemplo

Fll)=-1/1+2=1
F(2)=-1/2+2=15

E(3)=-1/3 +2 = 1,666...

Actividad 6:

({1

=2

(2,4)
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7.1.7. Cuestionario A7

Actividad 1:

Actividad 2:

Actividad 3:

Actividad 4:
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Actividad 5:

Actividad 6:




7.1.8. Cuestionario A8

Actividad 1:
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Actividad 6:




7.1.9. Cuestionario A9

Actividad 1:

Actividad 2:
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Actividad 3:

Actividad 4:
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Actividad 5:

Actividad 6:




7.1.10. Cuestionario A10

Actividad 1:

Si se establece algun limite se llegaria a
algun elemento final pero de no ser asi
esto seguiria sucesivamente por que los
numero nos infinito ,y se podrian ordenar si
solo se pone algun limite o con cierta
cantidad de datos

Actividad 2:

Observo que se le va agregando una punta
mas y si se sigue completaria la secuencia

Actividad 3:

Son infinitos y se se quiere aproximar seria
un 10 en los digitos finales

Actividad 4:

Por ejemplo si la mesa mide 2 metros se
demoraria demoraria 7 instantes
aproximados en recorrer la mesay si
llegara en algun momento pero al calcular
los numeros son periédicos
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Actividad 5:

Va aumentando los dijitos de la funciény
cambian las coordenadas

Actividad 6:

No la pude determinar
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7.1.11. Cuestionario All

Actividad 1:

Actividad 2:




Actividad 3:

Actividad 4:




Actividad 5:

Actividad 6:

& Grafico <
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El punto (2,4) coincide
con la funcion graficada
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7.1.12. Cuestionario Al12

Actividad 1:

Actividad 2:

Actividad 3:
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Actividad 4:

Actividad 5:

Actividad 6:




7.1.13. Cuestionario A13

Actividad 1:
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Actividad 2:
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Actividad 3:

Actividad 4:
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Actividad 5:

Actividad 6:

110



