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RESUMEN

El propdsito de ésta investigacion es caracterizar los modos de pensamiento que se espera
emerjan en la comprension del objeto derivada desde la nocion pendiente de la recta
tangente a una curva. ElI marco tedrico Los modos de Pensamiento (Sierpinska, 2000)
plantea que en la comprension de algunos conceptos en matematica se deben activar tres
modos de pensamientos que son definidos como Sintético-Geométrico, Analitico-
Aritmético y Analitico-Estructural. El concepto Derivada es parte del contenido “Funciones
y Procesos Infinitos” de acuerdo al plan diferenciado en la matematica escolar en Chile
emanados desde el Ministerio de Educacion (MINEDUC) y por cierto en primer afio de
universidad en carreras afines a las ciencias basicas y pedagogia en matematica y/o fisica
en la asignatura céalculo diferencial e integral cominmente denominado célculo 1.

De acuerdo a investigaciones Azcarate y Cols (1997) “se constata la tendencia en la
ensefianza de dedicar una gran parte de las actividades al aprendizaje de reglas de célculo,
sin basarse en la compresion de los conceptos” (citado por Flores y Salinas 2013); que da
luz respecto a un fendmeno educativo en la ensefianza de la matematica caracterizado por el
predominio de métodos algebraicos y algoritmicos, tendiendo a una mecanizacion de los
mismos. Por otro lado en la ensefianza se observa un formalismo en lo conceptual, que
implica por cierto rigurosidad en definiciones, axiomas, propiedades y que son
reproducidos por los docentes dificultando en los estudiantes su aprendizaje. En efecto;
los conceptos son dados en forma acabada no permitiendo la elaboracion mental de los
mismos por parte de los estudiantes. En la investigacion en desarrollo (Contreras, 2011) se
presenta una vision general de las causas del bajo rendimiento de estudiantes en primeros
afios de carrera universitaria en Chile, y de la situacion de las asignaturas de matematica.
Bajo este contexto; esto es de acuerdo a la revision curricular, de los libros de textos, de los
antecedentes y desde la didactica; la investigacion aborda como objetivo, la comprension
de la derivada que tienen un grupo de estudiantes universitarios de pedagogia en
matematica y fisica. La aproximacion al fenomeno didactico se realiza bajo los distintos
modos de pensamiento; que va desde lo intuitivo, pensamiento practico a lo formal,
pensamiento teorico.

Palabras claves: Teoria Modos de Pensamiento, Derivada, Recta Tangente



“El verdadero problema al que se enfrenta la ensefianza no es el del
rigor sino el problema del desarrollo del significado y de la
existencia de los objetos matematicos...si hay que elegir entre el
rigor y el significado, sin duda elijo el significado.”

René Thom

INTRODUCCION

El célculo en la educacion escolar y superior es cada dia méas relevante toda vez que
sustenta investigaciones en distintas areas del conocimiento cientifico. Sin embargo en su
proceso ensefianza-aprendizaje es mas bien conocido por los bajos rendimientos. (Hitt,
2003).En las practicas docentes en la asignatura de calculo los profesores de nuestro pais,
en general tienen un privilegio por lo algoritmico. (Ortega, Guzméan, Mena. s.f).
Investigaciones en la misma linea sefialan que conceptos fundamentales como la derivada
no son de facil comprension por parte de los estudiantes, en el mayor de los casos refieren
al enfoque asumido por los docentes a la hora del tratamiento del tema que con frecuencia
se privilegia el aprendizaje de las técnicas de derivacion y se considera que un estudiante ha
aprendido calculo si, al final del curso, éste logra dominar las formulas que le permiten
encontrar la expresion analitica de la funcion derivada, independientemente del significado
que de ella haya construido (Dolores, 2000). El concepto de derivada en esta investigacion
se presenta epistemoldgicamente desde lo geométrico o la denominada interpretacion
geométrica de la derivada; como la pendiente de la recta tangente a la grafica de una curva;
al respecto Dedekind expresaba “Considero que, desde el punto de vista didactico, el
recurso a la intuicion geométrica en una primera presentacion del célculo diferencial es
sumamente Util, e incluso indispensable si no se quiere perder demasiado tiempo. Pero
también nadie puede negar que éste enfoque se ha de considerar como poco cientifico”.
(Duran, 1996). La investigacion se propone como objetivo en primer lugar la
caracterizacion de los modos de pensamiento (Sierpinska, 2000) que se deberian activar en

la comprension de la derivada; para posteriormente identificar aquellos que se presentan en



las respuestas de los estudiantes. EI marco especifica tres tipos de pensamiento; Sintético-
Geométrico, Analitico-Aritmético y el Analitico Estructural.

El desarrollo de la investigacion se ha organizado en capitulos. El capitulo I. Denominado
Antecedentes, Problematica y Objetivos. Presenta los antecedentes del objeto derivada. En
primer lugar el curriculo (escolar y universitario) en que el concepto de derivada aparece
como contenido dentro del proceso ensefianza —aprendizaje; en segundo lugar se establece
una linea historica —epistemologica del surgimiento y evolucion del concepto derivada a
través de los problemas que se planteaban desde la época griega en adelante y que dan
origen al concepto; en particular la recta tangente a una curva y en tercer lugar es de
importancia para la investigacion la revision de la literatura que tiene como objeto de
estudio el concepto derivada, desde una perspectiva didactica. A la luz de estos
antecedentes es que surgen la problematica y los objetivos de la investigacion. El capitulo
Il. Marco tedrico. Nos da a conocer los fundamentos y propuestas del marco tedrico que
adhiere ésta investigacion con el proposito de identificar el tipo de pensamiento que
estudiantes de una universidad activan en la comprension de la derivada. De cuyos
componentes; Pensamiento Tedrico y Pensamiento Practico devienen los Modos de
Pensamientos Sintético Geométrico (SG), Analitico Aritmético (AA) y el Pensamiento
Analitico Estructural (AE).Marco tedrico que tiene como investigadora principal a la Dr.2.
Anna Sierpinska de la Universidad de Concordia, Canada. El capitulo Il presenta el
Disefio Metodoldgico; metodologia y método donde se recoge informacion relevante para
los objetivos de la investigacion. En este capitulo se presenta el fundamento del
cuestionario que se presentd como instrumento para recoger las producciones de los
estudiantes. Respecto al capitulo V. Analisis de Datos. Este detalla el analisis de los datos,
que en la investigacion corresponden a las respuestas de los informantes al cuestionario
presentado. El capitulo V. Conclusiones y Reflexiones. Refiere a las conclusiones y
reflexiones relativas a la comprension que un grupo de estudiantes universitarios, de

pedagogia en matematica y fisica, ha alcanzado de la derivada.



CAPITULOI

ANTECEDENTES

1.1 Una mirada al curriculo, textos escolares y libros especializados.

El curriculo escolar

En Chile el concepto de derivada no aparece en los programas minimos obligatorios como
contenido en “Funciones y Procesos Infinitos”; en el subsector de Matematica en la
formacion diferenciada cientifico-humanista para Cuarto Medio. Sin embargo la Ley
General de Educacién, (2009) dispone que todos los establecimientos deban cumplir con
los Objetivos de Aprendizaje establecidos en las Bases Curriculares y que puedan construir
programas propios que cumplan con esos objetivos. Una caracteristica importante de este
Marco Curricular es la flexibilidad que posee, ya que permite que los establecimientos
disefien sus propios planes y programas de estudio, los cuales son presentados al Ministerio
de Educacion para su autorizacion. Desde esta flexibilidad es que algunas instituciones
escolares han propuesto en sus curriculos la ensefianza de la derivada en el plan
diferenciado de la asignatura matematica (Anexo 1). Es evidente que esto es un avance de
por si dadas las diferencias curriculares con otros paises, Francia por ejemplo. (Kuzniak,
Estrella, Montoya, Delgadillo y Vivier, 2014).

El propoésito de esta investigacion es caracterizar los Modos de Pensamiento que los
estudiantes activan en el aprendizaje de la derivada; en esta tarea dicho concepto se
abordara desde la nocién epistemoldgica de “pendiente de la recta tangente a la curva”; por
ello es necesario revisar el marco curricular de tal manera de evidenciar si los contenidos
del curriculo escolar posibilitan la construccién de la derivada en el tiempo a través de
conceptos como recta, tangente, pendiente y curva.

Segun el decreto supremo de educacion Ministerio de Educacion (MINEDUC, 2009), se
establecieron los objetivos fundamentales y contenidos minimos obligatorios de educacion.

A continuacion se destacan los que revisten importancia para la investigacion.



PRIMERO BASICO

GEOMETRIA:

12. Reconocimiento de formas geométricas en el entor-
no y su descripcion mediante un lenguaje geométrico
basico; e, identificacion de lineas rectas y curvas en
estas formas.

SEGUNDO BASICO

GEOMETRIA:

13. Identificacion de angulos menores, mayores ¢ iguales
al angulo recto, asi como también de rectas paralelas,
perpendiculares y oblicuas.

TERCERO BASICO

GEOMETRIA:
16. Exploracion de pirarmides, cilindros y conos para su

caracterizacion en funcion de las superficies y lineas
que los delimitan.

SETIMO BASICO

GEOMETRIA:

12, Transporte de segmentos y angulos, construccidon
de Angulos y bisectrices de Angulos, construccion de
rectas paralelas yv perpendiculares, mediante regla y
compas o un procesador geomeétrico.

OCTAVO BASICO
GEOMETRIA:

12. Caracterizacion de la circunferencia y el circulo
como lugares geométricos y su representaciéon me-
diante lenguaje conjuntista e identificacion de sus
elementos: arco, cuerda, secante y tangente.

(Fig.1.1 MINEDUC, 2012 programas de estudios)




SEGUNDO ANO MEDIO:
GEOMETRIA:

Aplicacion de la nociéon de semejanza a la demos-
tracion de relaciones entre segmentos en cuerdas y
secantes en una circunferencia y a la homotecia de
figuras planas.

ALGEBRA:

Reconocimiento de sistermas de ecuaciones lineales

como modelos que surgen de diversas situaciones o

fenomenos.

TERCER ANO MEDIO

GEOMETRIA:

12. Determinacion de la ecuacion de la recta que pasa
por dos puntos.

13. Deduccion e interpretacion de la pendiente y del in-
tercepto de una recta con el eje de las ordenadas y la
relacion de estos valores con las distintas formas de la
ecuacion de la recta.

14. Analisis grafico de las soluciones de sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas y su interpre-
tacion a partir de las posiciones relativas de rectas en
el plano: condiciones analiticas del paralelismo, coin-
cidencia y de la interseccién entre rectas.

CUARTO ANO MEDIO
GEOMETRIA:

6. Identificacidon y descripcion de puntos, rectas y pla-
nos en el espacio; deduccion de la ecuacion vectorial

de la recta v su relacion con la ecuacioén cartesiana.

(Fig.1.2 MINEDUC, 2012 programas de estudios)

De la revisiéon de los programas de estudios se deduce que en general, estos proponen

contenidos que los profesores pueden trabajar con sus estudiantes permitiendo el




desarrollo en cada nivel habilidades para el estudio posterior en razon de la comprension
de la derivada. Aunque en Cuarto, Quinto y Sexto Basico no se verifican conceptos de
interés para la investigacion en cuanto a permitir la construccion en el tiempo de la
derivada. En Primer afio de Ensefianza Media, se plantea como objetivo de aprendizaje no
como contenido la pendiente e intercepto con el eje y. En Segundo de Ensefianza Media, no
se evidencia en forma explicita en los objetivos ni los contenidos el tratamiento en torno a

los conceptos que propician el de derivada en cursos posteriores.
Textos escolares.
Sélo cabe mencionar el texto escolar para el plan diferenciado en matematica de los autores

Blanco, De las Heras, Fuenzalida y Riveros (1995),editado por Santillana (Fig.1.3); dado

gue no se encontrd alguno mas en el mercado, ni en bibliotecas.

-
- .-

(Fig.1.3 Portada Texto)

La revision del texto escolar en el CAP. VII titulado “Derivadas de Funciones Reales”, da
cuenta del tratamiento del tema de la siguiente manera:

-Una breve introduccion historica de los conceptos fundamentales del calculo infinitesimal.
-Los objetivos para los estudiantes.

-Los contenidos.



El desarrollo del tema comienza con el concepto de limite por aproximacion, propiedades,
continuidad, recta tangente a una curva desde una aproximacion sucesiva de la secante,
ecuacion de la recta tangente. EI concepto de derivada se define (Santillana, pag.264)

Sea f una funciodn real y sea x,; € I, decimos que:
Flagth)=fFilx,) .

]

f es derivable en x,si v solo si existe el limite lim .
h—=+0

h = x — x, .Este limite cuando existe, se denomina derivada de f en x, y se denota

f(x,). Para continuar con aplicaciones de la derivada.

De acuerdo a lo propuesto por el texto escolar la comprension de la derivada sigue su
desarrollo mas algebraico, aplicacion de técnicas algoritmicas, en la resolucién de tareas;

no se observa el componente geométrico grafico.

Ejemplo de tarea para resolver en el texto escolar. Determina los puntos de la curva
asociada a la funcion ¥ = x* + 2x + 1en los que la pendiente de la recta tangente a ella es
4. (Ejercicio 9, pag.282)

En su resolucidn se aplicara regla de derivacion, obteniéndose la funcion pendiente de la
recta tangente a ¥ , reemplazar para m = 4y se determina el valor de x donde la pendiente
es 4, x = 1 abscisa reemplazar en la funcion para encontrar el valor de v la ordenada del
punto. En efecto el punto es P (1,4). Se observa la rutina algebraica a la que se arriba en la
resolucion de la tarea, cuestion que se ha tratado de develar en este trabajo y que de acuerdo
a los antecedentes que se presentan no ayuda de forma profunda a la comprension del

concepto derivada.



Curriculo enseflanza universitaria.

A continuacion se presenta una muestra del programa que es parte del curriculo plan comdn
en ingenieria. U. de Chile (Fig.1.4).donde se da a conocer el tratamiento que se hace del

concepto derivada.

(1/3) Derivada en un punto y

£l estudiante: [1) Caprtulos Sy 6
ape 30 neal. Dominio de 1. Comprende ol concepto de 2] Capitulos 9 ol
diferencloblidad. Ejeenplos de no- derivada. n
diferenciabilidad. 2. Reconoce funclones 3] Capatulos 2, 3 y
(1/3) Algebra de derivadas: suma, Betivables. 8
producto, cuoclente, 3. Opera con las reglas de 4] Capetulo 5
regls de la cadena, derivada de chiculo 5] Captulon 4y 6
funciones inversas, derivacion 4. Entiende el Teorema del [7) Capstulo 1
Jenphcita. Volor Medio y su aplicacion sl | [8] Capitudon 2y 3
(1/2) Derivabilidad de funclones estudio de funclones 19) Capetudon 3,4
bésicas: polinomios, funciones (crecimiento, convesidad, 6
racionales, trigonométricas y sus dximos y minkmos, punt: f10] C los 3 ol
lnversas, exponencial criticos), 5
v logaritmo, funciones hiperbolicas y | 5. Aplica la férmuls de Taylor
s inversas. para obtener desarrollos
(1/3) Regle de Fermat para miximos y | lienitados.
manimos. Aplicaciones.
(1/3) Método de Newton para
resolucidn de ecuaciones.
(1/3) Teotema del Valor Medio y
aplicaclones: regla de
FHopital, derivadas y
derivades y convexidad.
(1/3) Derivadas de orden superior,
Desarrolios hmitados y

f6rmula de Taylor con resto de
Lagrange, Caracterizacidn de punton
crithcos.

(Fig.1.4 Departamento de Pregrado Vicerrectoria de Asuntos Académicos, 2015)

La figura (1.4) permite deducir en general el caracter algoritmico y algebraico en relacion
al tratamiento de la derivada, lo que de acuerdo Artigue 1998 (citado por Pino et al. 2013)
sefialan que las investigaciones didacticas en este sentido evidencian que es dificil para los
estudiantes entrar en el campo conceptual del Analisis, cuando éste no se reduce a su parte
algebrizada, sino que pretende el desarrollo de los modos de pensamiento y de las técnicas



que hoy en dia estdn fundamentadas en él. De esta forma, algunos estudiantes son capaces
de resolver ejercicios con la aplicacion de las reglas de derivacion, no obstante, manifiestan
dificultades cuando se les pide usar la derivada, y sus diversos significados, en situaciones
no procedimentales.

La figura (1.5) presenta un extracto del plan de estudio en que la asignatura Calculo I es
parte del mismo. La aprobacion del plan, permite la obtencion del grado de licenciatura en
educacion y conduce al titulo de profesor de Educacion Media en Matematica y Fisica de la

Facultas de Filosofia y Humanidades de la U. de chile.

Plan de estudios
Nota: Los planes de estudios podran ser modificados en funcion del mejoramiento continuo
de la carrera.
La Licenciatura en Ciencias Exactas de la Facultad de Ciencias conduce al grado de
Licenciado en Ciencias Exactas, y al grado de Licenciado en Educacién y Titulo Profesional
de Profesor de Educacion Media en Matematica y Fisica de la Facultad de Filosofia y
Humanidades.
Primer Afio
Asignaturas y Actividades Curriculares Hrs. Cred. Sem. Régimen
ALGEBRA'Y GEOMETRIA | 75 10 | Semestral
CALCULO | 75 10 | Semestral
MECANICA | 75 8 | Semestral
ALGEBRA 'Y GEOMETRIA1I 75 9 1 Semestral
CALCULO Il 75 9 1l Semestral
MECANICA I 75 8 1l Semestral
METODOS EXPERIMENTALES | 45 6 1 Semestral

(Fig. 1.5 Departamento de Pregrado Vicerrectoria de Asuntos Académicos, 2015)

La figura (1.6) presenta un extracto del programa de la asignatura calculo I. De la carrera

Licenciatura en ciencias de la computacion U. de Santiago de Chile.
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UNIDAD 2. La devivada y sus aplicaciones,

2.1, Defimeidn y formulas basicas de la derivada
* Definiciones bisicas
* Formulas elementales
* Las denivadas de las funciones tngonomeétricas
* Las denvadas de orden supenor
2.2 Propiedades de las funciones derivables
* Los Teoremas de Rolle y del Valor Medio y sus consecuencias
* Dervadas de las mversas de las funciones tngonométricas
* Crecimiento, convexidad, concavidad, puntos criticos: maximos. minimos, mflexiones
de una funcion
* Analisis del comportamiento de una funcion Grificos
3. Aplicaciones de la derivada 1. L'Hopital,
4 . Aplicaciones de la derivada IT. Grificos.
5. Aplicaciones de la derivada III. Analisis de curvas expresadas en:
* Coordenadas rectangulares; formas explicita e implicita
* Forma parameétrica
* Coordenadas polares
6. Aplicaciones IV, Problemas de maximo y minimo

7. Aplicaciones V, Razon de cambio y diferenciales

[

W o

(Fig.1.6 Programa Calculo I, Derivada y aplicaciones. (Bobadilla, G. (s.f))

De la figura (1.6) se observa un tratamiento de la derivada desde su formula y sus
propiedades, nada dice relacion con respecto al enfoque geométrico; para luego pasar a sus
aplicaciones en la resolucion de problemas; esta revision sugiere que el concepto
matematico derivada, Sse expresa operacionalmente. Investigaciones anteriores han
reportado un enfoque de procedimiento, mas que conceptual en la universidad respecto al
curso de célculo (Challita, 2013).

Ballester, Arango & Rodriguez (citado en Garcia, 2012) sefiala que una de las dificultades
de la escuela es que los estudiantes asimilan s6lo la forma para expresar conceptos y no su
contenido, de esta manera conoce conceptos, distintas definiciones; pero no pueden
explicarlos, predomina la expresion mecénica del hecho matematico sobre el contenido en

conciencia y en la memoria de los estudiantes.

Los libros de texto especializados

Respecto a como se aborda el concepto de la derivada en los libros de textos especializados

se hace referencia a continuacién.
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Los libros de textos son un aliado importante a la hora del estudio de cualquier concepto;
por tanto la revision de textos seré necesaria para determinar el tratamiento que se les esta
dando a los contenidos del célculo y en particular al concepto de derivada. De los
contenidos en los diferentes textos, se confirma lo que distintas investigaciones han
desarrollado respecto del tema; es decir que la tendencia en la presentacion del concepto de
derivada es la siguiente: numeros reales, tratamiento con funciones, teoria de limites y
continuidad, derivada de funciones. “El concepto de limite predomina como un tema que
antecede al estudio del concepto de la derivada” (Barrera, 2002 pag.71). Al respecto sobre
como presentan los libros de textos la nocion de derivada se evidencian los conflictos
semioticos que se producen en los estudiantes, por ejemplo el causado por la introduccion

implicita de la funcion derivada en la definicion de la derivada en un punto al usar la
notacion incremental f'(a) = __a,liTDj_i , en x = a como primera notacion para definir la
derivada en un punto como sefiala Font.(citado por Pino , 2010).Leibniz interpreta la
derivada como cociente de los infinitésimos :—i ;Cauchy distingui6é entre dy y Ay

entendiendo Ay como variacion de los valores de la funcion. La revision de los textos en
general da cuenta del tratamiento algebraico y algoritmico de la derivada entregando una
definicion que los estudiantes en forma memoristica y mecanica deberan concebir las mas
de las veces para resolver cuestiones relacionadas con la derivada. La mayoria de los
ejercicios en estos libros de texto puede ser resuelto sin tener en cuenta las propiedades
matematicas basicas subyacentes a los conceptos involucrados en los ejercicios y sus
soluciones (Lithner, 2004) y sélo requieren la aplicacién de algin procedimiento rutinario.
Una consecuencia de esto parece ser que los estudiantes utilizan ejemplos resueltos como
plantillas para resolver ejercicios; es decir copian soluciones a los ejemplos resueltos, por lo
que s6lo los pequefios ajustes seran necesarios. Al respecto sefiala Hardy la dependencia de

los estudiantes en las técnicas algoritmicas " por el que recuerdan un conjunto de
"Instrucciones” o "pasos" que fueron proporcionados por el instructor o libro de texto

(como se cita en Challita, 2013).

A continuacién se presenta una muestra de un libro de texto de célculo utilizado por

estudiantes universitarios en nuestro pais (Fig.1.7)
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Tom M. Apostol
CALCULUS

Cllenls oo Survsioom de usa veriabis, con uas
nwodsccida al digabe el

Aepani ricase.

@

COTORIAL YR, & A
e Bt Betm e e e

( Fig.1.7 Portada libro de texto )

En la figura (1.8) se identifica el tratamiento que de la derivada da el autor desde un

problema de fisica.

(Fig.1.8 Tom M. Apostol ,Reimpresion 2001)
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Como se observa, el texto presenta la definicion de derivada formalmente para luego dar
una aplicacion de la misma en un problema de movimiento. La linea investigativa de la
presente tesis hara referencia, en los antecedentes epistemologicos, de la necesidad de
diferenciar f'(a) derivada en un punto v f'(x) funcidn derivada,cuando se dice en la
muestra del texto anterior que “f’(x) es un nimero o el coeficiente de variacién”; no
colabora para la mejor comprension de f'(a) v f(x) , dado que define simultaneamente
derivada en un punto y funcion derivada. La diferencia entre las dos notaciones y
concepciones se hard con mayor profundizacion en los antecedentes epistemoldgicos. En
efecto; f'(x) refiere mas bien a la de funcién derivada; esto es “la funcién derivada como
la funcidn pendiente de todas las posibles rectas tangentes a la curva en un intervalo
determinado” y f"(a) es la derivada de la recta tangente en un punto de la curva.

Si bien, el tratamiento de la derivada en contexto de problemas de fisica presenta una linea
de desarrollo del concepto y que de acuerdo a los antecedentes se sefiala que un hallazgo
importante en el estudio de la derivada de una funcién es que la pendiente o inclinacién de
la recta tangente a la curva en un punto representa la rapidez de cambio instantaneo; esto es
identificar la pendiente de la recta con la variacion de la rapidez en el tiempo; lo que
significa pasar de la geometria al campo de las ciencias naturales; cuestion que sin duda
reviste importancia, toda vez que esta vinculacion fue el impulso mayor en el desarrollo

del célculo infinitesimal (Flores, Valencia, Davila y Garcia, 2008).

1.1.2 Antecedentes histdricos-epistemologicos.

El célculo infinitesimal surge a partir del siglo XV1I para resolver problemas de ese tiempo;
entre otros los de mecanica, precedidos por los de indole geométrica que venian de la
época griega. Entre ellos trazar la recta tangente a una curva en cualquier punto de ella 'y en
este sentido la derivada seré la epifania que vendra a dar solucién a los problemas que
emergieron en la antigiiedad y que tanto Newton como Leibniz dieron respuestas a ellos.
En efecto todos los grandes problemas que dieron origen a la construccién del célculo
fueron resueltos por ambos matematicos en términos de derivacion o integracion
(antiderivacion). Es asi que nuestro tiempo se verad favorecido con los aportes de estos

grandes pensadores. La vision de Newton y Leibniz fue relacionar los problemas del
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movimiento y las tangentes como uno solo proporcionando una herramienta clave en el

calculo, la derivada (Dolores, 1996).

A continuacién se presenta una breve resefia de la evolucion historica —epistemologica del
objeto matematico derivada la que esta guiada por dos interrogantes:
¢Como se concibe el concepto de derivada? , ¢Cuales son los aportes anteriores en la
construccion de la derivada, para la época en que hace su aparicion el célculo?.
A Newton y a Leibniz se les llama fundadores del calculo ya que fueron los primeros en
estudiar el problema geométrico fundamental del calculo diferencial, que se denomina
“Problema de las Tangentes”. Donde se pide hallar las rectas tangentes a una curva dada;
dicho proposito favorece el estudio del comportamiento de la curva en cualesquiera de sus
puntos en un intervalo de ella. Por tanto; la pendiente, mas adelante la derivada de la
funcién, sera crucial para determinar dicha recta tangente. En efecto para determinar la
recta tangente en un punto de la curva se debe calcular la pendiente de la recta en ese punto
de la curva; y de acuerdo con Leibniz la recta tangente sera la mejor aproximacion lineal a
la curva en ese punto.
Pero ¢(qué se entiende por recta tangente a una curva? para los propositos de la
investigacién es importante responder a la pregunta dado el obstaculo que presenta dicho
concepto en la comprension de la derivada (Canul et al. ,2011).
Segun Boyer (citado por Pino fan, 2010) los griegos tenian la idea que la tangente a una
curva era una recta que “tocaba” a la curva sin “cortarla”; los matematicos griegos no
disponian de una definicion muy satisfactoria de la tangente a una curva C en un punto P,
considerandola como una recta L que tiene el Gnico punto F comdn con la curva, y tal que
no pueda trazarse ninguna otra recta pasando por P e incluida entre la recta L y la curva C .
En este sentido Euclides segin Vera, (como se cita en Pino-Fan et al. ,2011) determina las
propiedades que constituian las caracteristicas de la tangente:

a) “Larecta solo tiene en comun un punto con la curva”

b) “Es imposible interponer otra linea entre esa recta y la curva”
En el siglo 111 a.C., Apolonio definid la tangente a una seccion conica, logro asi extender la
concepcién de tangente que Euclides habia establecido para el circulo. Hubo dificultades,

sin embargo, para aplicar los métodos euclidianos a otra clase de figuras geométricas planas
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conocidas también por los griegos, como, por ejemplo, la espiral de Arguimedes. Este
matematico del siglo 111 a.C. pudo encontrar la tangente a la curva, siguiendo posiblemente
consideraciones de tipo cinematico, que le permitieron determinar la direccion instantanea
del movimiento del punto mediante el cual se genera la curva (Alarcon, et al. ,2005).

Se tuvo que esperar veinte siglos para con Leibniz y sus infinitesimales definir lo siguiente
“una poligonal curva esta constituida por infinitos lados rectos” (fig.1.9), por tanto una
tangente sera la prolongacion de uno de sus lados cualesquiera.

En el primer libro de célculo, “Analyse des infiniment petits pour I"intelligence des lignes
courbes”, de 1696 cuyo autor es L Hopital se define:

“Si se prolonga uno de los pequeios lados Mm de la poligonal que compone a una linea
curva, éste pequefo lado, asi prolongado, sera llamado la tangente de la curva en el punto

Mom”

Fig.1.9 curva Leibniziana

En los libros de textos se pone demasiado énfasis en el punto de contacto quedando una
idea errénea de que la derivada es la recta tangente en un solo punto y por lo tanto no puede
volver a tocarla, tal y como es evidenciado en Castafieda (2004). En efecto, serd esta
definicion no euclidiana de tangente la que soslayara el obstaculo en la comprensién de
derivada que sostiene ésta investigacion.

Segun los antecedentes y de acuerdo a la experiencia como profesor se advierte que
tradicionalmente se define la derivada desde la interpretacion geométrica; es decir como la
pendiente de la recta tangente en un punto a la curva y en seguida se deja de lado; para dar
paso a los ejercicios y problemas de aplicacién, que generalmente son aquellos referidos al

campo de la fisica, las ciencias economicas o la biologia; esto de acuerdo al interés
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disciplinar de las instituciones de educacion superior. Sin que los estudiantes hayan
corregido o ampliado en particular el concepto de tangente en el nuevo escenario del
calculo moderno; esto es desde una vision global estatica Euclidiana a una local dindmica
Leibniziana.
De acuerdo a Guzman y Rubio (1992, pag. 179) en el siglo XVII
“La nocidn de derivada surge al pretender determinar la inclinacion de la tangente a
una curva en un punto de ella, y al dar sentido matematico al concepto de velocidad
instantanea. Las aproximaciones a la resolucion de estos dos problemas tienen una
formulacion matematica comdn [...].”
(Citado por Garcia, Moreno, Badillo, Azcarate, 2011).

Segun Gonzélez (como se cita en Pino-Fan, 2010), Descarte concibié tres métodos para
calcular las normales (o equivalentemente las tangentes) el primer método Ilamado el
“Método del circulo” es un método para el trazado de las tangentes a las lineas curvas
mediante la construccion previa de la recta normal. El segundo consistia en determinar la
tangente a una curva considerandola como la posicion particular de una secante que gira en
torno al pie de la tangente, hasta que dos de sus puntos de interseccién con la curva llegan a
coincidir. El tercer método expresa la manera de introducir en la actualidad el concepto de
derivada en un punto: La tangente esta determinada por una recta que gira alrededor del
punto de contacto dado, hasta que el otro punto en el que aquella corte a la curva, coincida
con el primero.

Con los aportes de Descartes — Fermat a la geometria analitica se clarificé la relacion entre
las curvas y las ecuaciones, y el hecho de que toda ecuacion en dos variables determinara
una curva en el plano produjo una verdadera explosion de nuevas curvas, con algunas de las
cuales resultaba inadecuado el concepto griego de tangente; por ejemplo para la curva
cubica (Fig.1.10).
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(Fig.1.10 Curva cUbica)
En la fig. (1.11) se ve una aproximacion en lenguaje actual al procedimiento de Fermat para
el trazado de tangente a una curva algebraica. Aplicacion del método de méaximos y

minimos al trazado de la tangente.

EL METODO DE FERMAT PARA LAS TANGENTES EN TERMINOS
INFINITESIMALES DE LIMITES Y DERIVADAS

Sea lacurva algebraica y =f{x).

- are

ﬁiﬂx'ﬂ

sobre la que se aplicarin los pasos
habituales de la regla ded Methodses.

P A pastir de
'len) 2 _ave e
/ fix) flx+e) fix+e)-fix)
D O B: e:F > fix)
/ [ X e se deduce: e "

donde la expresion fix+e)-f(x resulta ser divisible por ¢ si f{x) s una funcion algebraica.

Simplificando y haciendo ¢ igual a cero, se obtiene para la subtangente 2, una expresion
pu«]m“—?—;,i donde f(x) es la derivada f I de la funcion algebrai

y=f(x). Pero como la pendiente de la recta tangente s precisamente --‘%.mdaqu

el desarrollo de Fermat identifica la pendiente de b recta angente a la curva y=f(x) con
la derivada formal £ix).

Apliquemos ¢l método a la pardbola y=f{x)=x*.
A
ave

Escribimos la primera adigualdad: — q', e

= y hacemos operaciones:
a__ase 3 s
X (xeer lzoe)’ x e"ohe i
Ahora, al hacer e=0, resulta el valor para la
subtangente a=x/2.

Luego la pendiente de la tangente, equivalente a
nuestra derivada, es:

fix)
.:_-_..2;:[
x)

fig.1.11 (Gonzélez. 1992, Pag.172)
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Newton y Leibniz bajo concepciones y métodos infinitesimales diferentes fueron capaces
de mantener el rigor euclideo, de esta manera las demostraciones que se agilizaban usando
cantidades infinitesimales vuelven a tener el rigor de lo geométrico; con este método de
sumas y razones Ultimas de cantidades evanescentes son claramente un precursor del
concepto de limite, mediante el cual Cauchy y Weierstrass, ya en el siglo XIX, daran
completo rigor al célculo infinitesimal.

Newton con su invencion del método de fluxiones en 1671 nos entrega una nocion de la
derivada que es descrita a continuacion con un ejemplo sencillo. Calcular la tangente a la
parabola ¥? = ax enunpunto M(x,y) Dada la relacion entre fluentes ¥* = ax Newton

calcula la relacion entre sus fluxiones:

(v+03)* =a(x+0x%) Desarrollando el cuadrado
y* +2y0y+ 0°9* =ax+ a0t  simplificando y dividiendo por 0

2yy + 0% = ax Cancelando los términos en 0

[~=-

[4)
- = Que nos da la pendiente de la tangente
ax 2y

Notacidn utilizada: fluentes X, y; fluxiones x, ¥ ; 0 parte infinitesimal en la que

un fluente se incrementa.

(Barcelo, sf., Pag.22)

Los métodos utilizados por Newton y Leibniz no difieren esencialmente de los empleados
por sus predecesores. Pero lo que en Fermat, Descartes y Roverbal eran una serie de reglas
particulares para resolver unos problemas concretos, se transforma en manos de Newton y
Leibniz en un método muy general para la determinacion de tangentes y cuadraturas, junto
con el desarrollo de algoritmos formales para el calculo con magnitudes infinitesimales.
(Bombal, 2010).

Leibniz desarrollé el célculo infinitesimal con preocupacién por lo formal lo que permitio
crear un simbolismo adecuado. Segun Pastor y Babini (1985) las consideraciones
infinitesimales de Leibniz parten del “triangulo caracteristico” (Fig.1.12) de Pascal.

Mediante consideraciones sobre el triangulo y sus semejantes; en efecto éste triangulo
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muestra que en el problema de la tangente interviene el incremento, es decir la diferencias

de las ordenadas.

Fig.1.12 Triangulo caracteristico.

El triangulo de la figura 1.12 tiene lados infinitesimales dx, dv. ds y se verifica la relacion

(ds)* = (dx)*+ (dy)* .El lado ds sobre la curva o poligono se hace coincidir con la
. : . d
tangente a la curva en el punto (x,¥).La pendiente de dicha tangente viene dada por é

que es un cociente de diferenciales al que Leibniz Ilamé cociente diferencial; hay que
consignar que Leibniz nunca considerd la derivada como un limite. Leibniz tardo un tiempo
en presentar sus ideas dado que tenia el problema de trabajar con cantidades infinitamente
pequefias y esto no estaba rigurosamente definido; por tanto no era aceptado en matematica.
Sera Cauchy prescindiendo tanto de la geometria como de los infinitésimos y de las
velocidades de cambio que formula la definicidn de limite y a partir de ella la de derivada
junto con sus propiedades fundamentales. Para definir la derivada de una funcion ¥ = f(x)
con respecto a x, le da a la variable x un incremento Ax=1i vy forma el cociente
by _ fle+i)-f(x)

Ax i

respecto a x , que es la definicion de derivada tal y como se usa hoy. La notacion f"(x)
fue introducida por Lagrange (1736-1813).

y al limite cuando i — 0 lo define como la derivada de y con

e 1a Flath)—f(2)
fe)=lm ==

Es importante sefialar que la investigacion presente considera las funciones reales

continuas para el estudio del concepto derivada.
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1.1.2.1 f'(a) ¥ f(x) .Una necesaria distincién.

Las nociones de derivada en un punto y de funcién derivada son tradicionalmente dificiles
de comprender para muchos de los estudiantes en el momento del primer encuentro con
ellas. Diferentes investigaciones han puesto de manifiesto que estas dificultades de
compresion estan relacionadas con las definiciones de estas nociones usando limites, y no
tanto, por ejemplo, con el uso de las reglas de derivacion (Badillo ,2003). En efecto lo que
el estudiante debe por tanto conectar es la derivada con el comportamiento puntual y la
funcién derivada con el comportamiento global de la funcién.

El problema de calcular la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto dado es
un problema local es decir se pretende que el alumno identifique que la derivabilidad en un
punto esta relacionada con un valor real Gnico de la pendiente de la recta tangente en dicho
punto, f'(a) y por otro lado respecto a su sentido global ya no referido a un punto en
especifico asi su significado no dependera de dicho punto; por tanto sera la pendiente
f'(x) de la recta tangente a cualquier punto perteneciente a la grafica de la funcién a lo
menos en un intervalo abierto cualesquiera de ésta; donde la derivada adquiere un
significado global y dinamico (Jimenez,2003).

En sintesis si el calculo del limite que define la derivada se efectlia en un punto genérico x
en lugar de hacerlo en uno especifico x4 el resultado es la Funcion Derivada, que en cada
punto donde estd definida da el valor numérico de la derivada en ese punto. Se debe ser

cuidadoso en la consideracion de los intervalos en que esa funcion esta definida.

1.1.3 Antecedentes desde el punto de vista de la didactica.

La presente tesis destaca el trabajo de Robles, Del Castillo y Font (2011).En dicha
investigacion asume las dificultades de comprension de la derivada en un punto y de
funcién derivada, desde el enfoque tedrico OntosemioOtico y proponen una secuencia
didactica para superarlas asistidas por computadora. Se utiliza el Applet Descartes como

herramienta que posibilita la visualizacion de la linealidad local; de tal manera que el
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estudiante se ponga en contacto con la nocion de la recta tangente como la recta que mas se
parece a la curva en las cercanias del punto de tangencia. Dicha investigacion por cierto se
consigna dado que es afin a la propuesta en la comprensién de la derivada desde la nocién
geométrica. Por otro, lado el trabajo realizado por Montoya y Vivier, (2015) en el cual los
investigadores dan a conocer resultados respecto a que la nocion intuitiva que los
estudiantes tienen de la tangente no es suficiente para la construccion del concepto
derivada; el andlisis realizado lo sustentan desde el marco tedrico Espacio de Trabajo
Geométrico de Kuzniack (2011). A las autoras les parece interesante el fendmeno que la
derivada repose sobre la idea geométrica de la recta tangente, nocioén que de acuerdo a las
evidencias no es estudiada en los curriculum, y solo se estudia empiricamente como un
elemento auxiliar de la circunferencia y donde existe la idea “intuitiva” que la recta
tangente solo tiene un punto en comdn con la curva; cuestion que se ha detallado en paginas
anteriores. Por ultimo se resefia el trabajo realizado por Matamoros, Garcia y Llinares,
(2008), donde los autores dan muestra de la variedad de marcos en los que es posible el
analisis de la comprension de la derivada, donde se destacan entre otros el marco cognitivo
piagetiano sobre el desarrollo de esquema a través de sus fases Intra, Inter y Trans. En el
que se define esquema por la estructura matematica formada por relaciones logicas que se
establecen entre elementos matematicos que constituyen una nocion matematica; en este
caso el de derivada y que puede ser evocado para la resolucién de un problema.

En sintesis, distintas teorias desarrolladas por la Didactica de la Matematica han
posibilitado el estudio de fendmenos didacticos presentes en el proceso de ensefianza de
conceptos matematicos. Es en este contexto que la presente investigacion aborda el objeto
“Derivada”, aproximacion que se realiza desde el marco tedrico “Modos de Pensamiento”

elaborado por Anna Sierpinska. Investigadora de la Universidad de Concordia, Australia.
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1.2 PROBLEMATICA

La problematica que se presenta en esta investigacion se evidencia al indagar el tratamiento
que se da al concepto de derivada ya referido en los antecedentes, y sus implicancias en la
comprension de dicho concepto. En este trabajo, se entiende por comprension al proceso
mental; esto es una forma de ver las cosas, Sierpinska (1985); es decir para determinar la
comprension lograda por un estudiante se observara atentamente las distintas maneras que
tiene de percibir un concepto, determinando asi, su comprension.

Una de las mayores dificultades que tienen los estudiantes que comienzan a estudiar la
derivada de una funcion es la comprension de su significado geométrico. Mientras que el
calculo de derivadas les suele resultar sencillo, la interpretacion geométrica de la derivada
en un punto se convierte en un problema complejo mas adn su relacion con la funcién
derivada.

En este proceso de comprensién Sierpinska (2000), concibe el necesario transito entre dos
tipos de pensamiento el practico y el tedrico; en este sentido las evidencias que dan cuenta
en el tratamiento de la derivada tanto desde la ensefianza (secundaria y superior), como en
los libros de textos muestran un exceso de Mecanizacion, que de acuerdo a Sierpinska
(1985), dificultaria el transito entre ambos tipos de pensamiento.

Por lo descrito anteriormente, surgen las siguientes interrogantes a saber:

¢Cuales son los modos de pensamiento que surgen en la comprension de la derivada en
estudiantes de pedagogia en matematica y fisica? , ¢;Cual es la caracterizacion del
pensamiento practico y tedrico que permiten construir el concepto derivada?,

¢Cual es la matematica que permite el transito entre los modos de pensamiento?.

En esta investigacion la nocion de derivada que se adopta es la “pendiente de la recta
tangente a una curva” lo que implica situar el estudio desde uno de los problemas del
objeto matematico que lo originaron, esto es “determinar la recta tangente a una curva” lo

que permitiria promover una comprension mas profunda de la derivada.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo general
Estudiar las estrategias cognitivas puestas en juego por estudiantes universitarios de

Pedagogia en Matematica y Fisica en relacion al concepto de derivada, desde una
aproximacion teorica de los Modos de Pensamiento.

1.3.2 Obijetivos especificos:
a) Caracterizar el proceso de comprension de la derivada bajo el marco tedrico los

Modos de Pensamiento.
b) Describir y analizar los Modos de Pensamientos que emergen en estudiantes de
Pedagogia en Matematica y Fisica de una universidad publica en Santiago de Chile

en torno al concepto de la derivada.
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CAPITULO 11

MARCO TEORICO

2.1 Pensamiento Teorico y Pensamiento Practico.

Sierpinska (et al. 2000) manifiesta que, a pesar de los esfuerzos por mejorar la ensefianza
del algebra lineal, persistian las dificultades en los estudiantes con los cuales le
correspondia desarrollar aprendizajes en esta area. Ante esta situacion, el grupo de
investigadores conjeturd que quiza los alumnos no entendian la teoria porque querian
comprenderla de forma mas practica que tetrica. A partir de ahi, comenzaron a caracterizar
el pensamiento teorico y el pensamiento practico (Uicab y Asuman, 2006). El pensamiento
tedrico se caracteriza por una reflexion profunda en conciencia sobre significados
semioticos de representacion del conocimiento, asi como sobre sistemas de conceptos y no
solo de acumulacion de ideas. En particular, las definiciones de los conceptos,
comparaciones entre conceptos y sus diferencias se construyen sobre la base de las
relaciones entre estos conceptos con conceptos mas generales y no, por ejemplo, sobre la
base de sus ejemplos mas comunes (Sierpinska, 2000). La caracteristica del pensamiento
tedrico es la consciencia de los conceptos con los que opera, mientras que el pensamiento
practico centra su atencién en los objetos concretos y no repara en sus conceptos
relacionados. Entonces, las conexiones entre conceptos solo podran hacerse cuando el
estudiante tome conciencia de los conceptos con los que opera; es decir, cuando adquieran
significado para él. En este sentido el pensamiento practico opera siempre a nivel de
accion, externo al pensamiento en si mismo, mientras que el pensamiento tedrico piensa
sobre los conceptos y sobre su razon de ser: se preocupa por las notaciones simbolicas y
formas de representacion, pero también sobre las reglas y principios que les dan razén y
validan su uso (Sierpinska et al., 2002).
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2.2 Modos de pensamiento para la derivada.

Los Modos de Pensamiento son una forma de tipificar el razonamiento que los estudiantes
activan al momento de la comprension de algunos objetos matematicos. Sierpinska (2000)
los desarrolla especificamente para conceptos del algebra lineal. En esta investigacion
aproximamos el marco tedrico al campo del célculo, concretamente en la comprension de
la derivada.
La investigadora Anna Sierpinska, menciona la coexistencia de tres tipos de lenguaje en
algebra lineal: Lenguaje geométrico: el que se usa para ilustrar las representaciones y
propiedades de los vectores en R? y R® Lenguaje aritmético: usado para describir las
operaciones entre matrices, soluciones de ecuaciones, etc. y Lenguaje algebraico: usado
para formalizar y simbolizar entes como espacios vectoriales, transformaciones lineales,
etc. Sierpinska (1996 citado por Miranda, 2004). A su vez cada uno de estos lenguajes
desarrolla, en correspondencia, una forma de pensamiento.

a) Sintético geométrico (SG)

b) Analitico aritmético (AA)

c) Analitico estructural (AE)

Pensamiento sintético geométrico: Este tipo de pensamiento se da en una persona, por
ejemplo, cuando piensa con ayuda de figuras, conjuntos de puntos, operaciones entre
conjuntos como la union o interseccion. En este trabajo un ejemplo de pensamiento S.G se
da cuando un estudiante es capaz de determinar si la recta que toca a la curva en un punto y
que mejor se aproxime a la curva cerca de ese punto es tangente o no desde la sola accién
de observacion (elemento que se asoma como perteneciente a la ampliacion del concepto
tangente que viene de la geometria euclidiana) ; es asi que se tendra una idea intuitiva de la
pendiente de dicha recta en tanto la direccién que ésta presenta respecto a la curva.
Pensamiento analitico — aritmeético. En este modo de pensar, la persona se centra en
relaciones numéricas, en otorgar categoria de nimeros a los elementos con los que trabaja,
por ejemplo una recta serd vista como una ecuacion. En el caso de la derivada, un
estudiante se da cuenta de que todas las rectas que pasan por un punto ahora identificado

por (a; f(a)), excepto la que es paralela al eje v, son de la forma y = f(a) + m(x — a)
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donde el valor de m, la pendiente de la recta, es lo que distingue a unas rectas de otras ;en
consecuencia se trata en definitiva de escoger el valor de m que hace que la recta sea la
mejor aproximacion posible a la grafica de la curva f(x) cuando el valor de x esta cerca de

a estoes:

 flx)—f(a)
m —————— . cuando x esta cerca de a
x—a

Una forma de pensamiento AA se presenta cuando el estudiante evalla una expresion
sucesivamente y construye una tabla de valores; en este caso se pedird determinar la
pendiente (i) de la recta que mejor se aproxima a la curva en un punto, diremos entonces,

que la derivada de f(x) en a es la pendiente de la recta tangente en ese punto.

Pensamiento analitico- estructural: En este modo, los objetos son comprendidos a partir
de los axiomas y propiedades que los sustentan. En este trabajo, cuando se piensa el
problema anterior en términos de las propiedades de la pendiente; en adelante la funcion

derivada:
f(xj cuando A =0 ,(.‘J'.' = a:] donde m,= f(.’-‘(j _ }Ein%fﬂx+hi—f{x} :

por tanto, el analisis del comportamiento de la funcién f en cualquier valor de x del
dominio de la funcion, serd determinado por la nueva funcion de pendientes de rectas
tangentes a la curva, definida como la funcion derivada, que es el proceso de generalizacion
de la derivada en un punto.

En efecto desde el punto de vista geométrico muchos problemas importantes dependen de
la determinacion de la recta tangente a la grafica de una funcion en un punto especifico, a
continuacién se introduce el concepto analitico de la pendiente de recta tangente a una
funcién en un punto y luego el concepto de derivada de una funcion. De acuerdo a la
autora del marco tedrico elegido, diversas maneras de pensar los objetos matematicos,
permiten una comprension profunda de los mismos (Sierpinska, 2000).

Es preciso reiterar que este constructo tedrico “Modos de Pensamiento” es ideado para el
estudio del algebra lineal y el proposito de la investigacion es aproximar el marco teorico

a un objeto matematico dentro del ambiente del célculo, es decir una aproximacién desde
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los Modos de Pensamiento para la comprension del concepto derivada. Ademas recalcar
que dicho concepto se caracterizara de acuerdo a la interpretacion geométrica de ésta;
entender que el limite de una familia de secantes (Fig.2.1) es la pendiente de la tangente,
esto es desde los conceptos recta tangente (Lm,), funcién derivada f'(x) , funcion
derivable, derivada puntual f"(a).

En efecto la definicion de pendiente de la recta tangente que se formaliza mediante la
derivada y que viene a ajustar el concepto de tangente que todos nos formamos en el

estudio de la geometria euclidiana.

flz)

Fig.2.1 Las secantes S, S, , tienden a T, recta tangente a la gréafica en el punto
(x5, f(xy).cuande h = 0 (Flores, Garcia, Valencia y Davila. 2008, pag.94)
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2.3 Sintesis ilustrativa de los Modos de pensamiento de la derivada en esta
investigacion

SINTETICO- GEOMETRICO

/ Y : . -
! 3
x X X

Asociar en forma intuitiva la direccion de la recta tangente con la pendiente de dicha recta.
La tangente a la curvaen P, es la recta que pasa por Py que tiene la misma direccion que
la curva alrededor de P. La curva tiene un comportamiento que es posible de caracterizar
mediante una recta tangente en cada uno de sus puntos. El estudiante examina una imagen
mental y determina atributos asociados a dicha imagen y observa sus caracteristicas

ampliando el concepto euclidiano de recta tangente a una curva.

ANALITICO- ARITMETICO

m = f'(a)
f(a)= lim fle-fla) ; siempre que el limite exista
x—ra £

El estudiante hara la correspondencia entre: La pendiente de la recta tangente en un punto
con la derivada en dicho punto. Que incluye el calculo del valor especifico de dicho limite

en un punto de la curva.
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ANALITICO - ESTRUCTURAL

Fx) = E%M : siempre que el limite exista en todo el
-

dominio de f o enel intervalo ]a; b[ de f
El estudiante deberd identificar la correspondencia entre:
a) La funcion de pendientes de rectas tangentes a la curva con la funcion derivada.
b) La funcion derivada como objeto matematico que permite determinar la pendiente
de la recta que es tangente a la gréfica de una funcion f en cualquier punto de abscisa

X.

La matematica que permite una aproximacion al concepto derivada y que en algunos casos
se vuelve obstaculo epistemoldgico para la comprension del concepto desde una
interpretacion geométrica, esto evidenciado en los antecedentes respecto a la recta tangente
y particularmente en Sierpinska (1990), plantea el obstaculo epistemolégico relativo al
concepto de limite. Por tanto los conocimientos previos de los estudiantes permiten o no

activar los Modos de Pensamiento.

Conceptos que permiten aproximarnos al objeto Derivada:

a) Lanocion de recta tangente a una curva

b) Recta secante

c) Concepto de funcién

d) Calculo de limites

e) Definicion formal a traves del limite de la derivada
f) Distinguir f'(a) de f'(x)

g) Grafica de funciones

h) Grafica de la funcion derivada
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CAPITULO 111

DISENO METODOLOGICO

3.1 Metodologia cualitativa. Estudio de caso

De acuerdo a los objetivos de investigacion, esto es la descripcion y caracterizacion de los
modos de pensamiento que se evidencian en la comprension de la derivada en estudiantes
universitarios de la carrera de Pedagogia en Matemaética y Fisica; el estudio cualitativo
aparece como metodologia de investigacion apropiada y particularmente el estudio de caso.
El enfoque cualitativo se fundamenta en una perspectiva interpretativa centrada en el
entendimiento del significado de las acciones de seres vivos, sobre todo de los humanos y
sus instituciones; lo que se busca por tanto es interpretar la realidad de cada individuo.
(Hernéndez, Fernandez y Baptista, 2006).El propdsito consiste en (reconstruir) la realidad,
tal como lo observan los actores de un sistema social previamente definido. Las
indagaciones cualitativas no pretenden generalizar de manera probabilistica los resultados a
poblaciones mas amplias ni necesariamente obtener muestras representativas; incluso,
regularmente, no buscan que sus estudios lleguen a replicarse.La realidad se define a través
de las interpretaciones de los participantes en la investigacion respecto de sus propias
realidades (Hernandez, Fernandez y Baptista 2006). El tipo de investigacion propuesto en
este trabajo es de naturaleza descriptiva; pues tal metodologia permite abordar aspectos del
pensamiento en estudiantes al responder un cuestionario en contexto de la derivada en un
tiempo determinado. En efecto; no es pretension de la investigacion representar a todos los
estudiantes de pedagogia respecto a la comprension que tienen de la derivada, sin embargo
es factible transferir del estudio de caso que los estudiantes de pedagogia en general,
futuros profesores refuercen la idea que el conocimiento profundo de los objetos
matematicos pasa necesariamente por su comprension. Y tal comprension, dependera de las
distintas formas de pensar el objeto matematico. Segun la investigadora Anna Sierpinska
(2000), los pensamientos practicos y tedricos que son tipificados como Sintético-
Geométrico, Analitico-Aritmético y Analitico Estructural, seran la via para alcanzar una

comprension mas profunda de variados objetos de la Matematica.
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De acuerdo al enfoque cualitativo los métodos de recoleccion de datos no estandarizados ni
completamente predeterminados. No se efectla a través de una medicion numérica, por lo
cual el analisis no es estadistico. La recoleccion de los datos consiste en obtener las
perspectivas y puntos de vistas de los participantes (sus emociones, prioridades,
experiencias, significados y otros aspectos subjetivos). También resultan de interés las
interacciones entre individuos, grupos y colectividades. El investigador pregunta cuestiones
abiertas, recaba datos expresados a través del lenguaje escrito, verbal y no verbal, asi como
visual, los cuales describe y analiza y los convierte en temas que vincula y reconoce sus
tendencias personales (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2006).Por ello se estima que el
cuestionario como instrumento de recoleccién de datos es apropiado para el presente

trabajo.

Con el cuestionario disefiado, se pretende indagar sobre el modo de pensamiento que los

estudiantes movilizan al momento de dar respuesta a los problemas escogidos.

3.2 Contexto y sujetos

La presente investigacion describe los Modos de Pensamiento (Sierpinska2000) en que el
concepto derivada es comprendido por siete estudiantes universitarios que han cursado la
asignatura Calculo | en la carrera de Pedagogia en Matematica y Fisica impartida en una

universidad chilena.

3.2.1 Criterios de seleccion de los sujetos
a) Estudiantes de pedagogia en matematica y fisica. Actualmente cursando cuarto afo.

b) La disposicién de participar en esta investigacion.

c) El acceso directo a algunos de ellos dado su calidad de estudiantes en préctica
profesional en el instituto donde el autor dicta la asignatura de matematica, siendo ademas

el profesor guia de dichos estudiantes.
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3.3 Proceso recogida de informacion

Este proceso se efectud en un encuentro de los estudiantes y el profesor investigador en la
primera semana de diciembre 2014 en que se aplicé el cuestionario que contiene preguntas
relativas al concepto derivada desde la interpretacién pendiente de la recta tangente a la
gréfica de una funcion. Las respuestas fueron clasificadas de acuerdo al tipo de
pensamiento que los participantes, distinguidos por E; E», Es, E4, Es, E¢ y E7 activaron al
momento de su resolucién, segun la caracterizacion de SG, AA y AE definidos en el
capitulo anterior.

Tabla 1. Resumen de informantes y técnicas de recogida de informacion.

Tipo Estudiantes Carrera Curso Recogida
informacién
“Universitarios ~ PedagogiaMat.y ~ 4°afio  Produccién 7 estudiantes
Fisica. Calculol  actividades

aprobado.  del

cuestionario

3.4 Disefno del cuestionario.

El instrumento que permite la recoleccion de informacion es un cuestionario que incluye
doce problemas para que el estudiante resuelva por escrito, algunos de estos problemas
fueron disefiados por el autor de este trabajo, in experiencia como profesor de la asignatura
plan diferenciado matematica cuarto medio : (P,, P4, Pg, P1o Y P11) y otros extraidos
intencionadamente del libro de texto de célculo (P4, citado de Larson,Vol.2, Cap. I1,Pag.96)
de uso habitual por estudiantes universitarios de primeros afios de la carrera, e
investigaciones y apuntes respecto a la derivada( Py, citado de Robles, 2010, Ps de
Benedicto, 2012, P; y Pg, de Lopez de Aguilaz, 2014,pag.34-36) y (P3 Zaragoza,2015) Lo
que permitird indagar los modos de pensamiento que emergen en la resolucion de los
mismos, cuya comprension del concepto derivada es a través de su interpretacion

geométrica.
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Problemas seleccionados para disefiar el cuestionario

P1: ¢ Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto?
P2: Con sus propias palabras explique el concepto derivada desde un enfoque geométrico.
P3: Las siguientes graficas son o no derivables en (c; f (c)); justifique su respuesta

A B C

(c.f(c))

A\

of —i——e— —im

P4: Explica por qué la derivada de una funcion constante siempre es igual a cero.

P5: Calcula la pendiente de la recta secante en funcion de a y k.

P6: Se sabe que la derivada de una funcion f en x = 2 es f°(2) = 0.Indica cual de las
afirmaciones es cierta. Explica tu respuesta:

a) La recta tangente a la curva en el punto x = 2; es horizontal.
b) La funcidn pasa por el punto (2;0)

P7: La caracteristica de una carretera viene dada en un tramo de montafia por la funcion
f(x) = +/x . {Qué sefial de trafico habra que poner en x=20, estando x medido en metros?
P8: Recordando el concepto geométrico de derivada y sin calcular la expresién analitica de

f(x), obten la representacion grafica de f"(x) , siendo la grafica de f(x) la siguiente:
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enx =1;f(x)no estadefinida

P9: Dada la funcion f(x) = x* — 8x + 1; ;existe algin punto de la curva con tangente

paralela alarecta y = 17

P10: Calcular la derivada (por definicion) f(x) = X3 y como aplicacién estudiar £°(0)

P11: Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion v = x* ; que pasen por

el punto (0,—1)

P12: ¢Por qué, si la derivada de la funcion f(x) =x* es f'(x)=2x , cuando
construimos la graficas correspondientes la recta no resulta ser tangente a la pardbola en

ningun punto? Explica.

Es necesario destacar que las preguntas anteriores incluidas en el disefio del cuestionario
fueron escogidas dadas su pertinencia epistemoldgica de la derivada asumida en este
trabajo, esto es la derivada desde su interpretacion geométrica, como pendiente de la recta
tangente a la curva y por otro lado, en algunos problemas que permiten el transito entre los
modos de pensamiento; por ejemplo para la pregunta N° 10 se espera que los estudiantes
apliquen la definicion al momento de determinar la funcion derivada f”(x) de f(x); para
luego evaluar y analizar £°(0). Sin embargo, cabe la posibilidad que dicho reconocimiento
sea mecanico, que no incluye el significado de las distintas expresiones simbolicas que se
articulan en la definicion (funcion, pendiente, limite). La respuesta a la segunda parte pone
a prueba el posible caracter memoristico de la respuesta. El estudiante debe identificar la

funcién de: Pendientes de rectas tangentes a una curva o pendientes de una curva, con la
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funcién derivada. Y el valor de la pendiente de la recta tangente a una curva o el valor de la

pendiente de una curva en un punto, como la derivada de la funcién en dicho punto.

El pensamiento activado debe ser AE al solicitarle al estudiante que determine la funcion
derivada por definicion y AA al momento de evaluar para obtener la derivada en £°(0); el
estudiante podria transitar a SG si entrega una gréfica aproximada de la solucion para

F(0), que es la tangente vertical a f.

3.4.1 Ejemplos de posibles respuestas categorizadas segun los tipos de pensamiento
definidos.

A continuacidn se presentan cuadros explicativos de las posibles respuestas a cada una de
las preguntas del cuestionario, de acuerdo al tipo de pensamiento que podrian activarse al

momento de su solucién.

Pregunta Modos de Pensamiento Posibles respuestas

P1: ¢Qué quiere|SG
decir que una recta y
es tangente a una
curva en un punto? P

ko

AA Una recta L que pase por P(a, f(a)), se
denomina recta tangente a la gréafica de
f en P, si L es la mejor aproximacion
lineal de f cerca de P.

La recta y = mx + b es tangente a la
gréafica de un polinomio p(x) en x = a si
y s6lo si mx + b es el resto del cociente
PO)/(x - a)°

AE
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Pregunta Modos de Pensamiento Posibles respuestas
P2: Con sus propias | SG
palabras explique el
concepto derivada Ve
desde un enfoque secante
geométrico. /V”f
., i
?‘-»—// tangente
la inclinacidn de la tangente en el punto serd |la derivada
AA El valor de la pendiente de la tangente
en un punto
local : f'(a) = limM
X X —4a
von_ . Flx+h) - f(x)
AE global: f'(x) = }11_% .
Pregunta Modos  de Posibles respuestas

Pensamiento

P3: Las siguientes graficas son o
no derivables en (e;f(c));
justifique su respuesta SG

A, No posee derivada es discontinua en
el punto, B es continua en el punto,
pero la gréafica tiene una tangente
vertical en dicho punto, entonces no es
derivable. C es continua en el punto,
sin embargo no tiene recta tangente en
el punto ya que tiene punta angulosa;
por tanto no es derivable.
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AE

En el caso de la grafica B se da un
punto cualquiera y se calcula el limite,
obteniendo que el valor de este es
indeterminado lo que implica una
tangente vertical. Como ejemplo en la

funcibn vy =x= :en x=10

Aplicar propiedades de las derivadas

Pregunta

Modos

Pensamiento

de

Posibles respuestas

P4: Explica por
qué la derivada
de una funcion
constante
siempre es igual
a cero.

SG

AA

AE

=
I
[=8]
3
[
=
4
-
[
=

N

Sea f(x)=2:
£ = m G T

T
=

= lim
h—=0 h
.0

= lim-
h—=0 R

=lim 0

lim ; por tanto

fx)=0

Seaf(x)=k=f(x)=0;:;keR

Por definicién de derivada, se tiene que al
Sustituir f(x) = k en la definicién
flx+h)=k

k ,al ser cte.en cualgquier punto del deminio
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Su imagen es la misma; por tanto:
k—k
flx)= }zl-% 5 = Ll_rg n= 0; entonces

Siflx) =k =2f(x)=0;keR

Pregunta |Modos  de Posibles respuestas
Pensamiento
P5: Graficar f
Calcula |SG '
la
pendiente
de la oY
recta P4 L.
secante | AA Dados los puntos A (a; f(a)) y P(a + h; f(a + k)) de la curva
en trazar la secante por A y P, para luego determinar la expresion
funcion analitica de la pendiente de la secante.
de avh.
AE

La recta secante pasa por los puntos  A(a; f(a)) ¥
Pla+ h;f(a+h);
calcular el vector director AP (h,f(a+ h)— f(a)) ; con

Ay AP determinamos la ecuacién de la recta:

x—a _ y—fia)
1) R flath)-fia)

Obtener la ecuacién punto-pendiente de (1) y determinamos m

m= ffﬂﬂi—f-:a}
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Pregunta

Modos
de
Pensa
miento

Posibles respuestas

P6: Se sabe que la derivada de una
funcion f en x = 2 es f(2) = 0.Indica
cual de las afirmaciones es cierta.
Explica tu respuesta:

a) La recta tangente a la curva en el
punto x = 2; es horizontal.

b) La funcién pasa por el punto (2;0)

SG

AE

a) Verdadero. La derivada de una
funcién en un punto hace referencia a
la pendiente de la recta tangente a la
curva en ese punto. Si la pendiente de
una recta es m = 0, nos encontramos
con una recta tipo ¥ =a, la cual es
horizontal para cualquier valor de a.

b) Falso. La funcién no tiene por qué
pasar por el mismo punto que su
derivada. Por ejemplo, la derivada de
la funciéon fi(x) = x> —4x+6 es 0
enx =2 ; pero f(2)#0
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Pregunta

Modos de Pensamiento

Posibles respuestas

P7 La caracteristica
de una carretera
viene dada en un
tramo de montafa

por la  funcién
fx) =vx . ¢Queé
seflal de trafico

habrd que poner en
x=20, estando =x
medido en metros?

SG

AA

AE

Obtener una grafica aproximada de la
funcion de tal forma presentar una idea
de las caracteristicas del camino

O =M W@

Sin embargo necesitamos para el punto
x = 20 metros por lo que
f7(20) % 0.1118054 ; por tanto la
sefial debera indicar que la pendiente de
la carretera es de aproximadamente un
11% o 6,37°enel Km 20

Determinar la funcion derivada de f
esto es; f(x)= i; ; pero  f(x)
&
indica la pendiente de la carretera para
cualquier punto x
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Pregunta

Modos de Pensamiento

Posibles respuestas

P8: Recordando el
concepto  geomeétrico
de derivada y sin
calcular la expresion
analitica de  f(x),
obten la representacion
grafica de f'(x) |,
siendo la gréafica de

f(x) la siguiente:

En x=1 Ila
funcion no esta
definida

SG

AA

AE

Podemos observar que la grafica de la
funcién f(x) posee diferentes
pendientes a lo largo de su dominio,
por lo que, recordando que la derivada
de una funcion hace referencia a la
pendiente de la misma en un punto,
debemos de analizar la funcion por
tramos.

42




Pregunta

Modos de
Pensamiento

Posibles respuestas

P9: Dada la funcion
flx)= x*—8x+1 ;
¢existe algin punto de
la curva con tangente
paralela a la recta
y =17

SG

AA

AE

Graficar la funcion 'y  la funcién derivada.

f(x) f(x)

En f(x) se verifica que para x=4 la m = 0,misma
pendiente de larectay = 1

La recta ¥ = 1 es una recta paralela al eje de las abscisas,
por lo que su pendiente es m = 0 .Para que la funcién sea
paralela a ¥ debe tomar una pendiente m = 0 en algin
punto. Su pendiente viene determinada por su derivada, por
lo que se debe estudiar si su derivada toma el valor cero en
algun punto. Si flx}) =2x—8
hacemos 2x —8 =10
resolviendo se tiene; x = 4

La// derivada de f(x)toma un valor cero en el
pupto x = 4; por lo que la tangente a la curva sera
paralela a ¥ en el punto x = 4

Aplicando definicién :
flxl=x'—8x+1

fla+h = +n*—8x+h +1

. (x+h)=F(
111]‘1 flx A Fix)
h—=0

. lxrR)-glxth)+1-(x"—8x+1)
lim

h—=0 h
. 2 +Ixhth-Bx-Bh+l-xT4+8x-1
lim
h—=0 h
. 2xh+h®-2R
lim ——
R0

L[n52x+h—8 =2x —8;que
i)

es la funcién derivada de
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Pregunta |Modos de Posibles respuestas
Pensamiento
SG Pueden graficar la funcién y la funcién derivada.
P10:Calcular
la : . o :
derivada(por AA Se pide estudiar la funcion derivada en x = 0 ; se tiene:
definicién1) F) = z
fl:_r:] = _r; , 3 - UE
y como 1
aplicacion Flol==-=w
estudiar 0 i _
F(0 Por lo tanto, en x = 0 lacurva f{x} = ¥'x tiene tangente vertical.
AE La definicion de la derivada de una funcion es: la derivada de una funcion f en x

fle+h)-f(x) . . L.
% , slempre que exista ese limite. Para

viene dada por f(x) = lim
1=

todos los x para que exista este limite,f” es una funcion de x.
1

Utilizamos la definicion para la funcion f(x) = x=

a1l
CEI

(x +h)

—x
A 1 se multiplica v divide por la diferncia de cubos

)= lim

101 2 11 2
. o e R)T—2T e+ RIT+ (24 RIT-2T +2T)
f {I:] =lim 11 2
R—=D

Rilz+R)ZT+(x+RIZ2T+2T)

factorizamos el numerador

':x+?:f'§—r§]
Fx) = lim - . 5g simplica

11 2o
R0 b (s )T+ et ) TS +27)

f{x:] _ ;x+|"::'—.r1 —

hilz+R)ZT+(x+RIT2T+2T)

; cancelan términos semejantes

h

f{.r:.]:llm ] 1 1 2

R0 bl )T+ (4 R)T-2T +27)
cancelar h para levantor lo indeterminacion

f':.l’:]:llm F] - T 1 2

=0 (s R+ (x+RITxT+23

;5e evalia para h =10

1
fl=7—1 712
xF 4+ xi-xd4oxd
] Entonces la funcion derivadade f es f'(x) = =
X3
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Pregunta

Modos de
Pensamiento

Posibles respuestas

P11:Encontrar las
ecuaciones de las
rectas tangentes a
la funcion y = x?
; que pasen por el
punto (0,—1)

SG

AE

Puede realizar grafica estimada, para describir la
situacion (sin dar por cierto con las expresiones
algebraicas de las ecuaciones de las rectas)

La ecuacién punto pendiente esta definida:

y =y =m(x—xy)

Se sabe que la recta pasa por el punto (0,-1);
supongamos que la recta es tangente en el punto de
coordenadas (a, a*). Determinemos la pendiente de la
recta que pasa por (0,-1) y es tangente en (a, a*)

resolviendo la ecuacion se tienea =1oa=—1
Enefecto m=2(1) = m=20 m=2(—1)
—“m = —2

Entonces la ecuacion de la recta tangente a la funcion

flx) =x% es:

i) y—(—1)=2(x—0)
yv+1=2x
2Zx—y—1=10

0

if) y—1=-2(x—0)
y+1=-2x
—2x—y—1=10

Derivamos v =x* | se tiene ¥"=2x ; que es la
pendiente de la recta  tangente en el punto
(a,a”).Luego ¥" = Za

(-1 11 .
Por otro Iadom=“T‘D}—>m =“T : pero ¥ =m

Z

Por tanto L= 2a,cona+ 0
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Pregunta

Modos de
Pensamiento

Posibles respuestas

P12: ¢Por qué, si la
derivada  de la
funcion  f(x) = x?
es flx)=2x
cuando construimos
la graficas
correspondientes  la
recta no resulta ser
tangente a la parabola
en ningun punto?
Explica.

SG

AA

AE

Graficar las funciones fy su derivada f*
Se obtiene la pardbola y la recta donde cada X
representa los valores de la pendiente de la
pardbola en cada punto de ella. No la recta
tangente

flx) =x*

30

20 -

Ta)
o

Evaluando la funcion f"(x) = 2x , para cualquier
x en el dominio de la funcion se obtendra la
pendiente (un valor real) de la recta tangente en
ese punto. No una recta

Dada la funcion f(x) = x* :aplicando reglas de
derivacion o definicion se tiene :

fix)=12x

Que es la funcién pendiente, definida como el
conjunto de pendientes de todas las posibles rectas
tangentes a la funcion dada a lo largo de su
dominio. NO una recta tangente.
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CAPITULO IV

Anadlisis de Resultados

El andlisis de resultados se realiza de acuerdo a las respuestas emitidas por los estudiantes a
los problemas que se presentaron en el cuestionario, lo que permite describir los modos de

pensamiento gque se han activado en la comprension del concepto derivada.
4.1 Pregunta N°1
¢ Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? Explique.

Tabla N°1.Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 1

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO

SG AA AE
E1, B, E3E4Es, X - -
Ee
E-, - X -

De acuerdo a la tabla resumen de las respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta N°1
se puede inferir que éstas en su mayoria corresponde a una vision geométrica estatica de la
recta tangente, es decir que un punto de la recta y la curva coinciden sin que la recta toque
0 corte en otro punto cualquiera de la misma; por tanto los estudiantes estan respondiendo
al tipo curvas de Apolonio. Lo que segun Dolores (1988) nos encontramos con un
obstaculo que impedira la compresion mas profunda de la derivada. Por otro lado, todas las
explicaciones de la mayoria de los participantes son verbales con pensamiento SG dado
como en el ejemplo de respuesta en E; dado que evoca puntos, recta que es propio de este
tipo de pensamiento; aunque insinda pensamiento AA al enunciar “a la funcion”; Sin

embargo E; lo hace desde el pensamiento AA toda vez que explica desde el concepto de
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limite como aproximacion sucesiva de puntos a un punto fijo, esto a su vez implica evaluar

pendientes. (Figs. 4.1y 4.2). No se observa pensamiento AE en los estudiantes.

Ejemplos de respuestas de los estudiantes.

Informante: E4
Carrera: Pedagogia Matemdtica v Fisica

P1: 2 Qué quiere decir QU UNA OCtla €8 Ingente & una curva en un punto? Explique
f— — - -
L 4 S sold ¢ L({," l ) .«‘7{"—~ 7 . (
"“' 1 - b LA~ T UA & | P () L

(AL 3«.\(,'. VA EVL GOV vale” ‘

‘ . e Oy AR AT
o1 A Cen e ta L“’)"'”é covo !

4
d//l_ [Zl ( b'(.‘xf /\ @ + (A1 ",;O({';ﬁ

P AL

Fig.4.1lrespuestak;

nformante ;:?

Carrura: Pedagogia Matematica ¥ Fisica

P1- 1 Oué guiere sheclr que una recti es tINEERLs 4 una curva en un punto” Explique

Fig. 4.2 respuesta E;
4.2 Pregunta N°2

Con sus propias palabras explique el concepto derivada desde un enfoque geomeétrico.

Tabla N°2.Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 2

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1,E2,E3,E4,E5,E5 X - -
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Los estudiantes sefialados en la tabla resumen N°2 entregan respuestas respecto del
concepto derivada en forma escrita y a través de una gréafica que complementa su
explicacion desde la interpretacion pendiente de la recta tangente; lo que evidencia algun
tipo de pensamiento Sintético Geométrico en la comprension de derivada. Los estudiantes
no presentan evidencias de pensamientos AA, ni AE, sin embargo E; definitivamente no

responde.

Ejemplo de respuesta de los estudiantes.

P2: Con sus propias palabras defina el concepto derivada desde un enfoque geométrico.

|
) t \ |l | | TP 1.[‘ o l
“>4_; A B W ¥ " A YA \ ‘ig Lapad .

Fig.4.3 respuesta E;

P2: Con sus propias palabras defina ¢l concepto denvada desde un enfogue geométrico
J f -
'Y i b r oAsen pes N -
i
P /.;I:r ] " e 7 14 &é = JSorme
oy 4 e | L A nyeA7c

Fig.4.4 respuesta Es
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4.3 Pregunta N°3

P3: Las siguientes graficas son o no derivables en (c; f(c)); justifique su respuesta
A B C

(c.f(c))

\J

of —i——em —iem

I

\

L .
> 7 i

|

Tabla N°3.Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 3

ESTUDIANTES MODOQOS DE PENSAMIENTO

SG AA AE
E EsE4EsEr X i i
E2,Es,Es - X _

Las graficas A, B y C no poseen derivada. De acuerdo a la resolucién en 3.4. E; responde
solo que A no es derivable pues la curva es discontinua en el punto, lo que demuestra un
desconocimiento de propiedades de la derivada en un punto de la curva independiente de la
continuidad de la curva, pues la funcion puede ser continua en (c.f(c)) pero no
necesariamente es derivable, en los ejemplos las gréaficas B y C son continuas sin embargo
se observa que una tiene tangente vertical y la otra el punto referido es angular; ambos
casos de no derivabilidad que se pueden mostrar aplicando limites; lo que evidenciaria un
pensamiento AA en el estudiante si este resuelve para un punto determinado. E, contesta
enunciando sus respuestas sin justificar, errando en la funcién B. E3 E4 Es,E; también
arguyen motivos de continuidad de la funcion activando pensamiento SG, los estudiantes
responden directamente que si son derivables B y C segun la continuidad de sus gréaficas,
no asi la A, en ambas las respuestas son incorrectas.Eg explica la derivabilidad en Ay C
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por acercamientos sucesivos por izquierda y derecha determinado que sus pendientes son
distintas por tanto no poseen derivada, en la funcion B concluye erroneamente que la
funcion tiene derivada porque las pendientes son iguales. De lo anterior se puede inferir
que Eg tiende al pensamiento AA aungue equivocado trata de contestar bajo esa forma de
pensar; no adhiriendo a un pensamiento AE toda vez que podian aplicar propiedades de la

derivada (Continuidad, pendiente vertical, punto anguloso).

Ejemplos de respuestas de los estudiantes.

Fig.4.6 respuesta Eg

)
n
-
’
™
o
NN
-
&~

Fig.4.7 respuesta E;
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4.4 Pregunta N° 4

P4: Explica por qué la derivada de una funcion constante siempre es igual a cero

Tabla N° 4.Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 4

ESTUDIANTES

MODOS DE PENSAMIENTO

SG AA AE

E2,Es,E4 X - _
Es X X ]
E; Es,E7 - X -

Los informantes explican en forma escrita, sin recurrir a gréficas, sin embargo evidencian
presencia de pensamiento SG. E7, Es, E; responden que la variacion vertical es siempre
cero no haciendo alusion a la recta tangente o a la pendiente de la “funcioén constante”. Se
constata que los estudiantes argumentan segun el pensamientos AA esto es por ejemplo

aplicar la definicion de derivada por medio del limite, Por su parte Eg realiza un dibujo

mostrando un pensamiento SG (fig. 4.8)

Ejemplo de respuesta de estudiante.

Pd: Explica por

peL Co_ \,.\a/v\.O(A.‘Owav ale
,[/h/l_. "'\C’—-(;f-[)/l i é?O/.)- C_ —&JL.&‘)
OV ’

v dorividin de unaTuncion consiante slempro 66 Eaal n eon
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Fig.4.8 respuesta Eg




Fig.4.9 respuesta E;

4.5 Pregunta N° 5

P5: Calcula la pendiente de la recta secante en funcion de a y k.

No hubo respuesta de los participantes. Segln plantearon en el cuestionario no se entendio
la pregunta. Los estudiantes al no existir mayor informacion por ejemplo que
a es la abscisa y h el diferencial o haberles entregado una gréfica explicativa, lo que en
este caso seria dirigir el tipo de pensamiento. Por lo anterior no se le entregd mas
informacion. Sin embargo estudiantes de curso superior universitario debieron reconocer

los signos a v h.

4.6 Pregunta N° 6
P6: Se sabe que la derivada de una funcion f en x = 2 es f'(2) = 0.Indica cual de las
afirmaciones es cierta. Explica tu respuesta:

a) Larecta tangente a la curva en el punto x = 2; es horizontal.

b) La funcion pasa por el punto (2; 0)

Tabla N°5.Resumen de resultados referidos a la pregunta N°6

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1,E4,E7 - - -
E, E3 - X -
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Es - X X

Es X

El informante E;, responde que las afirmaciones son ciertas sin argumentar, E2 contesta
correctamente las afirmaciones en ambos casos sus respuestas se advierte pensamiento AA,
toda vez que recurre al andlisis de las pendientes en el caso de la afirmacion a) y a evaluar
la funciéon f(2) =0 en el caso de la afirmacion b). E; sélo insinda una respuesta
verbalizando una definicidn en pensamiento AA para a) no contestando la afirmacion b).E,4
responde con verdadero en ambos casos, sin dar explicaciones del porqué de sus respuestas,
el informante Es contesta de manera correcta ambas afirmaciones; en a) se evidencia
pensamiento AE dado que determina una posible f para f~, luego evalla para un punto del
dominio de la funcién derivada ( x = 2}y utilizando a) responde la afirmacién b) esto es
pensamiento AA al evaluar la funcién encontrada para x = 2 ,determina ¥ = —2 lo que
contradice la afirmacion.Eg responde de manera correcta la afirmacion a) no asi la b) en la
primera aplica la propiedad de la recta horizontal con pendiente cero lo que corresponde
con argumentos de la interpretacion geométrica de la derivada; en pensamiento del tipo
AA dado que el estudiante evalia m = 0 y concluye que ésta es la derivada.E; contesta

solo por la validez de las afirmaciones sin dar explicaciones.

Ejemplo de respuestas de estudiantes.

4&) \/‘WJC&AW Zo ra (.',Cofi

,\g,u” 527 Acvuw A = O

)fg ‘(X\(ﬂ o1, (u Qéu\,a«.ﬂ(‘c

P’) pu (
O _)‘,av gt.} ’a
(u -J\j"j-.t-k—lx.(/(ﬂxég ‘Z—

WO X(J-C- o Ananl oy

Fig.4.10 respuesta Eg
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Fig.4.11 respuesta Es

4.7 Pregunta N° 7

P7: La caracteristica de una carretera viene dada en un tramo de montafia por la funcion

f(x) = +/x . (Qué sefal de trafico habra que poner en x=20, estando x medido en metros?

Tabla N° 6. Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 7

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1,EsEs X - -
E>Es - X X

E; realiza una gréfica de la funcién lo que avizora presencia de pensamiento SG sin
embargo no es capaz de conectar ésta con la pendiente por tanto con la derivada; no
entregando una solucién clara al contexto del problema.E; obtiene la derivada de f lo que
evidencia pensamiento AE para luego establecer relacion con la pendiente de la recta a la
curva en el km 20 lo que significa pensamiento AA.E; dibuja la situacion pensamiento SG,
sin embargo no responde al problema. E; definitivamente no responde al problema. Es

determina la funcion derivada de la funcion raiz cuadrada y evalua para x = 20 |
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obteniendo el resultado esperado se evidencia activacion de los pensamiento AA y AE; sin
embargo no especifica la sefialética de transito a ubicar en el lugar. El informante Eg
(Fig.4.12) realiza un grafico aproximado de la funcidn, activacion del pensamiento SG; sin
dar respuesta al problema planteado dado que no asocia lo pedido en el problema con la
pendiente en un punto de la curva; esto es con la derivada. E; no responde correctamente.
De lo anterior se observa un insipiente pensamiento del tipo SG en los estudiantes E;, Es,
Es dadas las grafica de funciobn pero no son capaces de relacionar la misma con el
problema planteado esto es, la pendiente de la recta a la curva en el punto; que se sintetiza
en la derivada de la funcion. Con respecto al estudiante E, su pensamiento se sitGa entre
AA 'y AE aplica reglas de derivacion a la funcion obteniendo la funcion derivada pero no se
devuelve al AA para evaluar la funcion derivada en el punto x = 0 ; por el contrario quien

si lo hace es el informante Es (Fig4.13,

Ejemplos de respuestas de estudiantes.

P7: La caracteristica de una carretern viene dada en un tramo de montafin por la funcién

4 Qué sefial de trafico habra que poner en . ), estando . medido en

Fig.4.12 respuesta Es
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7 ists aio ene & - & I afis 1a £ ion
P7- La caracteristica de una carretera viene dada en un tramo de montaiia por la funcid

X X zap g X 1

fixi=vx ;Qué sefial de trifico habra que poner en =20), estando medido en

metros?

L

Fig.4.13 respuesta Eg
4.8 Pregunta N° 8

P8: Recordando el concepto geométrico de derivada y sin calcular la expresion analitica de

f(x), obten la representacion grafica de f"(x) , siendo la grafica de f(x) la siguiente:

enx = 1;f(x) no esta definida

Tabla N°7.Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 8

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
EsEs - X -
Ez X X -
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Los informantes E;, E4, Es, E7 no responden la pregunta evidenciando por un lado debilidad
en la comprension de la grafica de la funcion derivada.Es, Eg lo hacen analiticamente
activando el pensamiento AA y no obtienen la gréafica de la funcidn derivada lo que se debe
responder.E; es el informante que responde de acuerdo a los requerimientos del problema
N°8; con presencia de los pensamiento SG es decir el estudiante grafica la funcion
derivada, pero no con exactitud a raiz de su andlisis por tramos de la funcion con la
presencia del pensamiento AA. Recordemos que la gréafica de la funcidn derivada muestra
las pendientes de la funcion original. La pregunta ciertamente estaba dirigida para activar
el pensamiento SG y AA; lo que sélo el informante E; logra (Fig.4.14), y los E3 y Eg el
pensamiento AA.

Ejemplo de respuesta estudiante.

Fig.4.14 respuesta E,

0. Co,-+1-{11 LUl
[-A, O] P Hx)=27
)12151 D)Q)()”*l‘

Fig.4.15 respuesta Eg
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4.9 Pregunta N° 9

P9: Dada la funcion f(x) = x*—8x+ 1; ;existe algiin punto de la curva con tangente

paralela alarectay = 17

Tabla N°8. Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 9

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1,EsEsE7 X - _
E2Es - X X

El informante E; y E7 (Fig.4.16 ) responden de acuerdo a un tipo de pensamiento que se
inscribe en el SG dado que muestran graficamente, asi como también E,; y Es en tanto
verbalizan una respuesta en el pensamiento SG sin embargo sus respuestas no especifican
el punto de la funcion donde la recta tiene m = 0y es paralela a ¥ = 1, lo que implicaria
un transito al pensamiento AA. E,y Eg (Fig.4.17 ) resuelven de acuerdo al pensamiento AE
obteniendo la funcion derivada a través de una regla de derivacion; asi determina el punto
en que la recta tangente a la curva es paralela a ¥ = 1, activando el pensamiento AA. E3 no
responde correctamente igualando f(x) = 1, pues hace inferencias equivocadas. E, intenta
dar solucion a traves del pensamiento SG; pero no es convincente en su respuesta.Es

responde verbalmente e incorrectamente de acuerdo al pensamiento SG.
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Ejemplo de respuestas estudiantes.

4 | — “__ 3 1 3 a X . . o
P9: Dada la funcion fixi=x—=8x+1 . Jexiste algin punto de la curva con fangente

y=17

parnlela o la recta
A L, 0( )

1,, X v t@_m&r%@z |

Fig.4.16 respuesta E;

e S

Fig.4.17 respuesta E;

4.10 Pregunta N°10

P10: Calcular la derivada (por definicion) f(x) = x= ;y como aplicacion estudiar £°(0).

Tabla N° 9. Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 10

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1,Es EsEs,E6Er X
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Es preciso sefialar que ninguno responde la pregunta de acuerdo a las condiciones exigidas,
sin embargo se puede evidenciar cierto pensamiento AA en todos los estudiantes. Ninguno

grafico la funcion para que en consecuencia se explicitara el pensamiento SG.

Ejemplo respuesta de estudiante.

P10: Calcular la derivada (por definicion)  f(x/=x° ;y como aplicacién estudiar
£-(0)
- - al
fl C 4 \ Py N\ D _ 3
| £ Gah)- £ e G- 47 |
‘ VI~ ‘//_’—\— =) = R S
. T
‘ L? 53 @) }\
‘ e &
n 1 ) >
| :\’—,m =T =
| — v
i =
\ »

Fig. 4.18 Respuesta E;

4.11 Pregunta N°11

P11: Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion ¥ = x* ; que pasen por

el punto (0,—1).

Tabla N° 10. Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 11

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1, E7 X - X
E> - X -
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Es X - X

E,4 - - X

Es,Es X - _

Al solicitar en la pregunta que determinen las rectas tangentes a la funcion, se les induce a
los estudiantes en activar el pensamiento AA; toda vez que se precisa recordar la estructura
de la ecuacion de la recta que pasa por un punto y su pendiente. Sin embargo pueden
activar por si solos el SG, para dar asi una respuesta intuitiva a tal problema. En este
sentido E; grafica aproximadamente la funcion, obtiene la derivada con uso de regla
pensamiento AE y concluye erréneamente que el eje x es la recta tangente.E, (fig.4.19)
resuelve por medio de la pendiente funcional para luego evaluarla en el punto dado; que en
efecto pertenece a la recta tangente solicitada. El estudiante deja ver el tipo de pensamiento
AA en su cometido.E3 atisba una solucién dentro del pensamiento SG, determina la
derivada por regla, pensamiento AE e induce a un posible procedimiento para dar su
respuesta.E4 no responde cabalmente y se limita a derivar la funcién activa pensamiento
AE. Es (fig.4.20) y Eg responden graficamente por tanto en pensamiento SG; no determinan
las ecuaciones lo que implica el transito necesario al pensamiento AA que se espera el
estudiante active. Es necesario consignar que los estudiante determinan graficamente la
recta tangente con pendiente infinita; como una tercera recta tangente a la funcion.E;
determina la funcion pendiente AE, evalia en x = 0 ,AA y concluye que la pendiente es
cero y la recta tangente es el eje x que es una solucion equivocada. Es necesario consignar
que E; presenta una confusion grave al asociar la recta tangente con la derivada cuestion

gue es comun segun estudios al respecto.
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Ejemplo de respuesta de estudiantes

Fig.4.20 respuesta E;

4.12 Pregunta N°12
P12: ¢Por qué, si la derivada de la funcion f(x)=x* es f'(x)=2x , cuando

construimos la graficas correspondientes la recta no resulta ser tangente a la parabola en
ningun punto? Explica.
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Tabla N° 11. Resumen de resultados referidos a la pregunta N° 12

ESTUDIANTES MODOS DE PENSAMIENTO
SG AA AE
E1,E4,Es,E6,E7 X - -
E> X X
Es X

Los estudiantes deberan resolver de acuerdo a la comprensién que del concepto de derivada
poseen.E;, Es, Eg, E7 argumentan o no con un dibujo esgrimiendo que la derivada de la
funcién es una recta secante pensamiento SG.E, verbaliza una respuesta de forma correcta
desde un pensamiento SG pasando al AE. E4 realiza un dibujo de una parabola no siendo la

funcién de la pregunta.Es responden que la recta es secante

VMM, T URETV I 7 1 Al . NTE N
1 nUR OF 10 TUneion 1 on | cuando

cons L 5 . N O IN )
raimos las graficns corre ipondientes In reota no resultn seor tangente a ln pardboln en
ningan punto? BExplion

Fig.4.22 respuesta de Eg
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CAPITULO V

5.1 Conclusiones y reflexiones.

El presente trabajo fue pensado e implementado para dar cuenta del tipo de pensamiento en
el sentido de Sierpinska (2000), que siete estudiantes de educacion superior de la carrera de
Pedagogia en Matematica y Fisica, activan al momento de resolver un cuestionario en torno
al concepto y aplicacion de la derivada. Para dicho objetivo se plante0, caracterizar de
acuerdo al marco tedrico sustentado por Sierpinska los distintos modos de pensamiento
que se deben activar en un individuo en la comprension de la derivada. La presente
investigacion adopta este marco con toda la dificultad que significa aplicar un constructo
tedrico creado en sus inicios para objetos matematicos del algebra lineal, cuya formulacion
sefiala que un estudiante tendra una mejor comprension de un concepto si es capaz de
activar tres modos de pensamiento SG, AA y AE en el momento de aprehender dicho
concepto. Dentro de otras dificultades se pueden establecer aquellas presentes en los
antecedentes, el enfoque en el tratamiento que se da a la derivada desde los curriculos y en
los libros de textos, y que en definitiva determinan la ensefianza del concepto; por tanto su
aprendizaje.

Las evidencias aportadas en la resolucion del cuestionario, permiten concluir que no existe
comprension profunda de la derivada, no obstante hay indicios de movilizacion de
distintos modos de pensamiento.

La investigacién se abordd desde la metodologia cualitativa y su método el estudio de caso.
La informacion de analisis y que sirve para obtener algunas conclusiones fue extraida a
través de un cuestionario de 12 preguntas referidas al concepto derivada, todas ellas desde
la interpretacion geométrica de la misma; esto es desde la pendiente de la recta tangente a

una curva, nocion trabajada por Leibniz.
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Estando en esta investigacion de acuerdo con Pinto (2014) que sefiala:

Es un tanto paraddjico que siendo la concepcion de tangencia el problema
fundamental que origina desde la historia el concepto de derivada, en los programas
de estudio no es abordado el tema de la tangencia a una curva en un punto dado. Se

considera un concepto sabido por los estudiantes.

Es por ello se sugiere que el tratamiento de la derivada, sea en torno a la interpretacion
geométrica, dado que al dotar de historicidad — epistemoldgica al concepto, permitira a su
vez dotar de significado a la derivada. Por lo que la propuesta de tesis es que se trate la
derivada primero desde un enfoque geométrico y luego sus aplicaciones fisicas,

econdmicas, bioldgicas, etc.

Los resultados del analisis de la informacion recogida desde el instrumento cuestionario y
que se presentan en detalle en el capitulo IV nos muestran que los estudiantes que
conforman el caso de la investigacion no han abandonado la nocion Euclidiana de la recta
tangente a una curva, pregunta N°1 del cuestionario necesaria para activar el pensamiento
SG. Cabe sefialar que ésta condicién es evidenciada en investigaciones anteriores y que
son parte de los antecedentes en ésta tesis; y que aun hoy no se ha podido superar de
acuerdo a las evidencias presentadas en esta y otras investigaciones citadas. También se
hace notoria la dificultad de los estudiantes en diferenciar f"(a) y f'(x), paso necesario
para transitar los modos SG y AA sugeridos en este trabajo y que son parte de la pregunta
N°11 del cuestionario. Los resultados que emanan de la pregunta N°10 profundizan mas
las dificultades que tienen los estudiantes en la comprension de la derivada desde su
definicion formal, ninguno de ellos responde la pregunta. El problema permitia activar los
tres modos de pensar SG, AA y AE cuando se le pide que determine la derivada por
definicion usando limite se aprecia falta de conocimiento de propiedades Yy manejo
algebraico, nadie aventuro una gréafica de la situacion y por tanto tampoco se observo el

proceso de evaluar la funcion derivada para el cierre del problema. Como se sefiala en el

andlisis de la pregunta N°10 la funcién en cuestion f(x) = x= ; obviamente era mas
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sencillo aplicar reglas de derivacion para determinar su derivada, lo que también es
evidenciable por otros estudios que son parte de los antecedentes de esta investigacion que
sefialan “...los estudiantes estdn mas familiarizados con procesos mecdnicos y rutinarios en

2

la resolucion de problemas...”. Por lo anterior y de acuerdo a investigaciones los
estudiantes parecen inclinados a reproducir las reglas de derivacion y por ende pierden
incluso manejo algebraico en este empefio. Respecto al transito entre los modos de
pensamiento condicion necesaria para la mejor comprension segun la autora del marco
teorico se sefialo la pregunta N°11; pero en la pregunta N°9 también es posible el transito
entre SG a AA y AE; sin embargo hubo paso entre AA y AE en los estudiantes E; y Es.

Es de importancia sefialar que el estudiante E; en particular confunde la recta tangente con
la derivada observacion detectada en la pregunta N°12 del cuestionario; sera preciso
profundizar en los programas de estudios en este sentido.

El presente trabajo sugiere que en lo posible se tengan presentes intencionadamente los

Modos de Pensamiento en el proceso ensefianza—aprendizaje.
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ANEXOS:

ANEXO 1: Colegios que han incluido en sus Mallas Curriculares el estudio de la
Derivada.

(Fuentes Paginas Web de cada colegio).

SAINT GEORGE’S COLLEGE DIRECCION DE ESTUDIOS

Plan Cientifico Matematico.

Geometria analitica e introduccion al célculo.

a) Geometria analitica: Recta. Circunferencia. Pardbola. Elipse. Hipérbola.

b) Introduccion al céalculo. Sucesiones. Limites y continuidad. Derivadas y sus aplicaciones.

INSTITUTO LA SALLE

MATEMATICA IV° MEDIO (FORMACION DIFERENCIADA)
Unidad: Limite de funciones

Propiedades de los limites Calculo de limites. Funciones continuas
Unidad: Derivadas

Derivada: concepto y propiedades Célculo de derivadas

Resolucién de problemas.
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THE NEWLAND SCHOOL

Plan diferenciado 1

1.- Funciones.

e Modelos matematicos y su analisis.

2.- Procesos infinitos.

e Estructura Conjunto R.

e Sucesiones de numeros reales.

e Sumatoria.

e Progresiones, geometria, aritmética, armonica.
e Induccién matematica.

e Limite de sucesiones.

e Limite de funciones.

e Continuidad.

e Derivada y su aplicacion.
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ANEXO 2: Respuestas al cuestionario por parte de los estudiantes.

Estudiante E;

—

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA
El cuestionario es de cardcter individual:
Informante: E "
Carrern: Pedogogin Matemdtica v Fisica
P1: ;Qué quicre decir que una recta es tangente n una curva en un punto? Explique.

0"7\£€ L%l Q«O%C’ 4 A%
9(4 h\, R'D (24" OO’VVL:((/&'
24 OlhCn, Lo "IWV““)”’T (’9176 f

ﬁ@»d(_j(x) e wm sobo

P2: Con sus propins palabras definn el concepto derivada desde un enfoque geométrico.

N

/Q oé/ucow{@—f
r)e_/p»Q._, [O- /“*QC‘W

ol Lo /&FZQZ —Tofva/l?@ .
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—_— j
P3: Las siguientes graficas son o no derivables eq (€:f/¢!) Jmuﬁquesurespum\

f A

S@/&:A O 01 g Lo dh
Sb'o Gk@)(u\p. Qo
Yoy eBilntocd

P4: Explica por qué hdcrivadadeumfnmibucomwsicmpmuimhm.

u,\,\ow%w

L/OO‘-\‘OM /Wd }QMW s
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PS: Caleuls 1a pendiente de 1a recta secante en funcién dea y h.

P6: Se sabe que la derivada de una funeién [ en *=257"121=0 tndica cuil de las
afirmaciones es cierta, Explica tu respuesta:

8) La recta tangente u la curvaenclpunto X=2 ; es horizontal.

b) La funcién pasa por el punto 12:0]

amnbéf\ o C»&/V&O’]
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P7: La caracteristica de una carreters viene dada on un tramo de montafia por ls funcion
FIXI=VX  2Qué sefal de trifico habré que poneren X =20, estando ¥ medido en
metros?

M) AR boyeyeo i1 G)
¥ {aa zf?f

1 ZOW N :QCMQ

N:demmumymmhwm&
(1] obten Ia representacion grafieade [ (¥)  siendo 1a gréficade [(¥) 1a
siguiente:

enx=1;f(x)noestd definida
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V‘

PO: Dada Ia funcibn T XI=% =8X+1 avicie algiin punto de la curva con tangente

paralela a la recta y=1?

— e — —

JT WY,

—-&.
i

—

& Ug_/")t(GL ole 40)‘4%40,01’4

: 1
P10: Calcular la derivada (por definicion)  f(x/=x" .y como aplicacitn estudiar
f{o}

——e——

-~

1My - b , ) {6/

A= O % =0
it xls C XEA
- A R e
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P11: Encontrar Ins ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién y=x'

¢l punto (0, =1).

 que pasen por

&

I
L0~ 2

lo

\t

vaw (

y L
AA

Qa&

P12 ;Por qué, si ln derivada de I funcion flxl=x* “Ixl=2x
construimos las grificas correspondientes a recta no resulta ser tangente a la paribola en

& o
o

ningin punto? Explica.

M o
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Estudiante E,

B

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA
El cuestionario es de cardcter individual;
iorsane: flombre. /  ane Cewcins Bocks Ey
Carrera: Pedagogia Matemdtice y Fisica
P1: ;Qué quicre decir que unn recta es tangente a una curva en un punto? Explique,

Ooe sé’o fone m‘mk 2in combn  fon
la cot v :

P2: Con sus propias palabras definn ¢l concepto derivada desde un enfoque geométrico.

Lo M&\t L (e vecL W

(Q Cuk VG .
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P3: Las siguicntes graficas son o no derivables en lesflel) . justifique su respuesta

(o

e L :

-

MG g ol pmdunle dele e g
.’iwv&? 4 X «LKJAA S Jrﬂ'.’aJo)

B, ¢ Y gqut le. plande Lo la
\,e:lc« .&wxglmlc £s l& mishe ey’
il‘(uiev&» Y 418 deveche.

P4: Explica por qué Ia derivada de una funcion constante siempre ¢s igual a cero,

%ue, lees funcionds comtintes sun
Y‘Cﬁlc‘j L‘oV\mLLﬂ) Con FLV‘ l“‘-‘ﬂ

feveo
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P5: Caleula la pendiente de la recta secante en funcion dea y h.

P6; Se sabe que In derivada do una funcisn [ en =285 12170 ngica cudl de las
» 5 A u . B E :lmm Y -

a) Larects tangente a la curvaen el punto =2 ; es horizontal,

b) La funcion pasa por cl punto 2;0

T el g pedd

oy le Mlutb b b &l degede
(&) (A é,@w'..lc

\0\ IUD WC&'MML (&Jﬁ, No SRy

ue O~ \g:z o F(?)#C) MO
%U&LL- or?l-’c.‘,)v
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1-1'-

P7: La caracteristica de una carretera viene dada cn un tramo de montafia por I funcitn
Flxi=VX  Qué sehal de trifico habr que poneren ¥ =20, cstando ¥ medido en
metros?

A

froy R=2E8 =& =

_ () = <4
/\ f 15

.('Fm }g\ (\cm{no W(‘MGAQ

P&: Recordando el concepto geométrico de derivada y sin calcular la expresitn analitica de
[1%] | goten In ropresentacion graficade 1 (%) _siendola grificade 1¥) m
siguiente:

enx=1;f{x)noestd definida
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$9: Dada In funcién 1 X/=¥'=BX+1 seisic algin punto de I curva con tangente

'a MJ-L‘VLC LS 0

o a @o«rf/(lf(‘ ac
y=4

1
P10: Calcular I derivada (por definicion) {{x/=x> ;y como aplicacion estudiar
f°(0)

dgw fhah)-foy f‘"‘ Ca) 3= X7
h 0 b
. 71
g S -G my Lo
S N ,—-—T g
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P11: Encontrar las ecusaciones de 1as rectas tangentes a la funcion  Y=X'
el punto (0, <1},

- que pasen por

’ Fle)id % {(&\‘- _f___

g 30')-‘- -—&a—i—- (%-—q + ) o
g = afsd (x-—-&\4—0~.(

P12: jPor qué, si la derivada de la funcin [1xX/=x" o rlxi=2x, o0

construimos mguﬁuseompmmhmmmhmwwahpaﬁbohm
ningin punto? Explica,

T)avq\.e' l&, arc((«l(c\. de \a devacda he
t}n’ﬂ(c\ (c) T bees 4%39,«‘&5, ?yc’ﬁ-vcc\

o) vG(orﬂs CARV Ces de las f_"“___-l-e"‘s"-S
&LC«) \»Cc"v-s —&wge.:‘c’j_'
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Estudiante E;

S—

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA
El cuestionario es de caracter individual:
Informante: Ez
Carrern: Pedagogin Matemdtica y Fisica
P1: ;Qué quicre decir que una recta ¢s tangente a una curva en un punto? Explique.

f
~ :
na WCTd  Qus e 4 y Fo

iRl | /

(e UAE 7 &~ )

P2: Con sus propins palabras definy el concepto derivada desde un enfoque geométrico.

SN
{1‘._ . @' e
¢ Pns)s VA s 7%:7 i‘sure T

AR par TArbente o y

(veve gy ur va‘To
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P3: Las siguicntes graficas son o no derivables en (e:flel) . justifique su respuesta

A B c

v

C'l\ Mo g5 cortTi®Va

b§ 5 Ve BE

R A
Mo n KeSTE

P4: Explica por qué In derivada de una funcién constante siempre s igual a cero.

TO'\ Qu‘f 4L S’:\ v—~a (0'57#~T€

C}, TR Tuw~ o~ =5 oA

wa B fotermn s jcess

Pea Lo QUE Y paavem Es O

Ne (14 Ta-w.,;. A E7€ x Ds 7»0.:”(.0

!
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PS: Calcula Ia pendiente de la recta secante en fincion de a y b

Vo 55 q“\o =

P6: Se sabe que la derivada de una funcidn [ en *=26517121=0 yin g g tas
afirmaciones cs ciertn. Explica tu respuesta:

8) La rects tangente a b curva en el punto *=2 . o horizontal,

b) La funcién pasa por el punto 2:01

”~

; ,T'r st ?‘)‘OUE

B DAz i

A

L .8 @ ?ws.'m .
% u oy
AARMLETS o A J?N"w
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i

W:ucmmmammmd&mmmwhmmhporhfmdﬂn
flxi=vx , 2Qué sefal de trifico habri que poner en X .30,¢stando  © medido en
metros?

L GRS T aa g f'“"‘(

'(‘U;f)(\ﬁq CQ"’ ufs A ("S
Hoonmns s prad v 0o

R:Welwmqumkm-ysinakumhmiﬁnunlﬁadc
F1%) _obien In representacidn grapieade [ (%) siendo la grifica de fX)
siguicnte:

enx=1;({x)noestddefinida

O - -4
’K? -Q’EJ —{‘(k\:—'lk\
G Jm-4
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P9: Dada ln funcin [ X=X'=BX+1 - csicte algiim punto de la curva con tangente

paralelaa larecta  ¥=17
{525 ~2 4
TX o

X;%

1
P10: Calcular la derivada (por definicion)  f|¥/=x" ;y como aplicacién estudiar

f°(0)

TORE B () - 409
- S

@
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P1l: Eneomusacwdehsmnnwuhmm y=X' _ que pasen por
elpm(o,-l)

)
peyS ,.}ék: P x
| 2 570

b WA 78

£ (puwo -

lLe ¢o

p12: gPor qué, 5 la derivada de la funcidn fixi=x g [1X=2% cuando

wmimmmyiﬁcumpmﬁmllmmmhwmmahpadbohm
ningiin punto? Explica.

'72?\ que (é‘ Eernt O~ posa Vi Pa

N%/C"’Sbvm \2)  Uperr) Ds et ,7)¢~3.AM.S

o &S reans Ta~ganiey

No ef 1 "Ecra +tackesrte

91




Estudiante E4

(I

| =

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA
¥l cuestionario es de cardcter individual:

Informante: E"
Carrera: Pedagogia Matemitica y Fisica
P1: JQué quicre decir que una necta ¢5 tangente & una curva en un punto? Explique,

’e(‘nﬁ?r ﬂWb‘LW’“ b pu~lo on

auuafn/w/ da,w«\—‘-[w—
Cien V& mfforam tn Uan ko

A

P2: Con sus propias palabras defina ¢l concepto derivada desde un enfoque geométrico.
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PS:Cakuhhpendienwdehmm“mnoiénduyh.

s Sesabe que I derivada dsna tmcion. [ en XT3/ 1220 poica cutl de las
aﬁnmc@ecuc_#&&wlhmw

) La recta tangente & fa curva en el punto
{2:0}

¥=2 . oq horizontal.

by La funcion pasa por el punto
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P7: La caracteristica de una carretera viene dada en un tramo de montafia por la funcién
flxl=Vx . JQué sefial de trifico habrd que poncren ¥ =20, estando ¥ medido en
metros?

Lot

n:mmelwgmuuﬁmwnamhmwmmu
%), obten In reprosentacion graficade [ (*) | siendo la gréficade (%) 1
siguiente;

enx=1;f{xnoestd definida
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P9: Dada la funcién flxi=a=8xs1 4 gexiste algln punto de la curva con tangente
paralela a I rectn y=12

»
.

A v e

P10: Calcular Ia derivada (por definicion) ftnrlm:é .y como aplicacion estudiar
f*(o)

ey G 220D
*— & Y — X
‘ k~ x%_ 0;3
X—e
X ~»0 x p
= P % bl VxEoq
Se—n o X—o
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}______—,

mzmmmammmmmmwn y=x , quE pasen por

¢l punto (0, =1).

\/v.%" \,‘;‘zﬁ.

fe o ‘QMH& ke Lo
(\.u..,\c"‘ '\"c&“\ - p(.X - q (O e
& pute (64

P12: zPor qué, si I derivada de la funcion fixi=x' o [MXI=2% cuando

cmmummmmhmummmlnmmpmuhpmbohm

ningdn punto? Explica.
\) L @mcé—"h :
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Estudiante Es

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA
El cuestionario es de carficter individual:
Informante: E‘
Carrera: Pedagogia Matematica y Fisica

P1: ;Qué quicre decir que una recta ¢s tngente a una curve en un punto? Explique.

aiau dear Qer ‘ recie Suko Toca vn fam e

S Guvos

P2: Con sus propias palabras definn el concepto derivada desde un enfoque geométrico.

Ix charivacky, e In /kno(’uﬁ Fe se évmn os
"- k])@'ﬁmso\ Ao '.f;lmjuk Pe e ./-/orma -
Paiii- Az le reita “tanyeize

et
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| &

I

P3: Las siguientes graficas son o no derivables en (€+f(cl) ; Justifique su respuesta

A B C

I (e 14e))

.,-----
k)

2w e devvbhl s W s GonTirm

B\., ¢)  Sn bl PEY Son LafTyrwm s,

P4: Explica por qué la derivada de una funcion constante siempre es igunl a cero.

?"9“" Se Varawean Yeruod ey S'nnrc Q.
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P5: Calcula la pendiente de la recta socante en funcién dea y h.

P6: Sc sabe que Ia derivada de una funcion [ en =205/ 21=0 1 dicn cukl de las
lﬁmucioauuclun.kpliamw

8) Larecta tangente a la curva en el punto X—2 : es horizontal,

b) Lafuncién pasa por el punto 1250/

pA Andé\ ‘ftd 2 x?o 2x (plmplz :;:."r"l

"!A{nm\ InLeNk fu( -f‘m X-2 T k=2
= ffl-\. Oy

ﬂfpu.r e QT TopemeT 5 #=2  piloncer /(n;i‘l-?z

o bogoe b o falaa. = 2- Y2

(omo lunu[o X2 = ¥=-2 esle Tﬁﬁmwc
Teoner ung A horitnial © S no Gfarca e ofor

porces.
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P7: La caracteristica de unz carrctera viene dada en un tramo de montafia por a funcion

flxl=vx » ¢Qué sefinl de trifico habrd que poneren ¥ =20, estando ¥ medido en
metros?

Jlw: & ser» Luo-TExoqe,
2% 40 /

P8: Recordando el concepto geométrico de derivada v sin calcular la expresion analitica de
f1X) | obten In representacién graficade | (X) | siendo ln grificade (¥ 1g
siguicnte:

enx=1;f(x)noestd definida
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P9: Dada In funcion flxl=x=Bxs1

xiste algin punto de la curva con tangente

P10: Calular I deivads (por defiicon

f°(0)

'{}V) < A:-v.

Y=>0

A
; — LA‘

Y30

X=52

= .V

X 0

4‘,""" = #".‘0 b

x’
X'l,’ —o”

i
Y- 0
v

X

/-R/O: [~v 3'7_-" 0
Y= 9

A2
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Pll:whwahmwahnmcm Y . que pasen por
e'mw«)u—l)'
2 5 yaf icamanie mriw u L
= y* 2
exisTimn 3 REls fa oo P

Togre = KT

P12: JPor qué, s la derivada de la funcion flx=x' o [1%=2% cuando

wmmmmmwwmnommwmw-hwibohw
ningdn punto? Explica.

P,Qoo < seaiis = effe
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Estudiante Eg

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA

El cuestionario es de cardcter individual:

lnromm:{'bvmln, E.

Carrera: Pedagogia Matemitica y Fisica

P1: ;Qué quiere decir que uni rectn €5 1ANZENLE 1 UNA curva en un punto? Explique.

Qruaoﬂotdm\m

e,
W%éf“t‘rw%“ﬁ,fv

P2: Con sus propias palebras defina -¢l concepto derivada desde yn enfoque geométrico.
I % ,

lo dbtivoda wua o
& la wila
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P3: Las siguientes graficas son o no derivables en  (©:7 )] ; Justifique su respuesta

A B C
|
r\ ‘ ( ,
'\ ﬁ’
st |
| s I
—;‘——* :: - - >

P4: Explica por qué la derividh de una Tuncion constante siempre es igual a cero,

lo \omobioile ole
ne.clon ;. Cor cualy

— - m= Q0

|
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P5: Calcula la pendiente de la recta secante en funcicnde ay h.

|

”‘ .
P6: Se sabe que In derivada de una fancion | en =261 21=0 s cudl de lns
afirmaciones ¢s cierty. Explics t respuesta:

a) Larecta tangente a la curvaen el punto  ¥=2 ; es horizontal.

° o m=4~0 .
; ml( Wl ) ol

B

Lo o, ok ¢

b) La funcidn pasa por ¢l punto (2;0|
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P7: La carscteristica de una carretera v viene dada en un tramo de montafin por la funcion
fixi=VX _,Qué sehial de trifico habri que poneren * =20, estando ¥ medida en

o e

&15 it .Q ks 2@7 ?
'\U

P8: Rewrdmdodoompmponﬂn‘icodcdcﬂvndnv sin calcular la expresion analitica de

f1x) | bien tn representacion graficade | (X siendo In grifica de X
siguiente: |

metros?

CO x] m P%)-
Byjolc =
}/_2—;?’1 -D Q)(

-
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PO: Dada Ia funcion [ XISX=BX+1 _eyiqe algtn punto de ln curva con tangente
paralelaatarecta Y= 7

A= xi 7)(: <K
-2 8 (G -19)Pe
;f;’,y x»‘mmw//

o
P10: Calcular Ia derivada (por definicion)  [!x)=x" .y como aplicacién estudiar
(o)

e
h@ﬁzﬂ);ﬂ&l

Vil &
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P11: Encontrar las ecusciones de lis rectas tangentes a la funcion  Y=X  que pasen por
el punto (0, =1).

P12: jPor qué, si la derivada de fa funcién  [1X/=x" o F7lxI=2x, (g0

construimos las grificas correspondientes la recta no resulta ser tangente a ln paribola en
ningtn punto? Explica.
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Estudiante E;

CUESTIONARIO: INTRODUCCION AL CONCEPTO DERIVADA
El cucstionario es de cardcter individual:

Informante: E«,
Carrern: Pedagogia Matemdtica y Fisica
P1: ;Qué quiere decir que una rectn €5 tangente & una curva ¢n un punto? Explique.

Que L Remite ot v o ot oo rech

L A e

P2: Con sus propias palabras defina el concepto derivada desde un enfoque geomeétrico.
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P3: Las siguientes graficas son 0 no derivables en {e:flel) ; justifique su respucsta

Ao 03 dusivadden s (¢ fces). feln conkinnioky

»Mc.

P A ’/)Mtow :

€ An W Savelsl .

PA: Explica por qué In derivada do una funcion constante siempre es igual a cero.

P e R tabal
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P35; Calcula In pendiente de la recta secante en funcion dea y h,

‘ or,[wﬁ a‘lﬂ".

C

P6: Sc sabe que I derivada de una funcion | en *=2€51 71270 tngica cudl de las
afirmaciones es cierta. Explica tu respuesta:
a) La recta tangente a la curva en el punto =2 | es horizontal,

b) La funcién pass por el punto (2;0)

&) 42 o ko

&)I’M MCALJ‘D.
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P7: La camcteristica de unn carretern viene dada en un tramo de montaiia por la funcion
Fixl=vx ,w«umm X w20,estande X medido en

metros?

&F G ol mahe 208

P8: Recordando el concepto geamétrico de derivada y sin calcular In expresion analitica de
T obten ta reprosentacidn graficade (¥ sicndo ta grificade [1X) 1
siguiente:

enx=1;f(x)noestd definida
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P9: Dada la funcion flxi=x'~8x+1 ; existe nlgin punto de la curva con tangente
paralclan larects Y=17

oL yldkiom & o),

P10: Calcular la derivada (por definicion) f(:el==a=i : y como aplicacién estudiar
f(o)

100 = Lim f00-fe) | wm =TS

L Dot 201 EalinadCl
r - - R
XM T e 0D -0
- Um ’J; e, 4
A30
‘yﬁ
= Um x
Ko
== 10 .
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a P
P11: Encontrar lss ecuaciones de jas rectas tangentes a Ja funcién Y= | que pasen por
el punto (0, —1).

‘Pk ‘,,_M,L(udt[ Al Ly ectm Fa;mll

ead’ 2 e i (o,~1)

10. (*Mobfuﬂ't( Wil D :

Lol e X 2L RS
‘LQ "‘11“5(-2& z_()g)

P12: ;Por qué, si Ia derivada de Ia funcion [XI=% o T7X=2%0 cuando

construimos las grificas correspondientes la reeta no resulta ser tangente a la paribola en
ningan punto? Explica.

I—

/W.evﬁ,«» <> en f)bco.-.;Q

PERE= =
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