FACULTAD DE EDUCACION, DEPARTAMENTO DE PEDAGOGIA MEDIA Y DIDACTICAS
ESPECIFICAS, PEDAGOGIA EN MATEMATICA
SEMINARIO DE TiTULO

ESTRATEGIAS UTILIZADAS POR ESTUDIANTES DE 14 A 16 ANOS EN
PROBLEMAS NO RUTINARIOS SOBRE RAZONES TRIGONOMETRICAS.

Autores: Valeria Ibafiez, Denisse Molina y Luis Mufioz
Profesor guia: Dra. Maria Soledad Montoya-Gonzalez
Dr. Marcos Barra Becerra

Noviembre del 2022.
Santiago de Chile.



AGRADECIMIENTOS
RESUMEN
INTRODUCCION
CAPITULO |
PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS
1.1 Problematica
1.2 Antecedentes
1.2.1 Antecedentes Didacticos
1.2.2 Andlisis descriptivo del Programa de Estudios
1.2.3 Andlisis comparativos de textos del estudiante.
1.3 Objetivos
CAPITULO Il
OBJETO MATEMATICO
2.1 Elementos de la epistemologia del objeto matematico
2.2 Objeto o contenido matematico
CAPITULO 1ll
MARCO DE REFERENCIA
3.1 Enfoque tedrico del disefio didactico
3.2 Utilizacion del enfoque teorico para el disefio didactico
CAPITULO IV
METODOLOGIA
4.1 Elementos de Ingenieria Didactica
4.2 Metodologia de Estudio de Clase

CAPITULO V

10
10
10
14
14
19
27
29
30
30
30
31
44
44
44
46
49
49
49
52
55



SECUENCIA DE ENSENANZA APRENDIZAJE 55

5.1 Descripcion de la secuencia de ensefianza y aprendizaje 55
5.2 Planes de clases 61
5.3 Guias de trabajo 96
5.4 Andlisis apriori de situaciones de aprendizajes claves 98
5.4.1 Problema rutinario de introduccion al contenido nuevo 98
5.4.2 Problema no rutinario implementado 102
CAPITULO VI 110
ESTUDIO DE CLASES 110
6.1 Descripcion de la clase disefiada 110
6.2 Plan de clase en forma detallada 112
6.3 Experimentacion de la clase 118
6.4 Discusion de la clase 119

6.5 Reflexidbn sobre el proceso de Estudio de Clases y aprendizajes

profesionales 122
CAPITULO VI 127
ANALISIS DE RESULTADOS 127

7.1 Analisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizajes
claves 127

7.1.1 Andlisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje

clave Sesion 1. 128

7.1.2 Analisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje

clave Sesion 6 132
7.2 Confrontacion de los analisis apriori y posteriori 142

7.2.1 Confrontacidn de primera situacion de ensefianza y aprendizaje

clave 142



7.2.2 Confrontacion de la segunda situacién de ensefianza y aprendizaje

clave 143
CONCLUSIONES 148
BIBLIOGRAFIA 152
ANEXOS 157



AGRADECIMIENTOS

He llegado al proceso final e inicial de mi formacion profesional; final porque la
parte formativa institucional se esta cerrando mientras se comienza a abrir mi
camino al desarrollo como docente, donde le doy iniciacibn a mis
competencias, a los nuevos desafios y experiencias que marcaran para
siempre mi destino. Antes de llegar aca y al ver hacia atras puedo recordar
gue he pasado por frustraciones, cansancio, nerviosismo y muchos desvelos.
Pero, por otra parte, me he visto enfrentar emociones que me hacen sentido a
todo el esfuerzo, superacion y alegria, porque he llegado a una de mis metas,

con constancia, perseverancia y resiliencia.

Es por esto, que quiero darle gracias a Dios, a mi familia, amigos, compafieros
y profesores por ser un pilar fundamental dentro de mi proceso de formacion,
por creer en mi y acompafarme en los buenos y malos momentos. Quiero
destacar a quienes me acompafian desde el cielo también, Maria Isabel y
Ovidio, pese a que me hubiese gustado tenerlos fisicamente, sé que estan

presente en cada etapa de mi vida.

Para terminar, solo me queda dar gracias por esta etapa superada... porque

este camino que me llena de orgullo recién comienza.

Valeria Ibafiez Rodriguez

Una vez lei, que el logro de nuestras metas cobraba mayor valor cuando el
camino para llegar a ellas se ve imposible de transitar. Y en esa dificultad, nos
damos cuenta que necesitamos de otros para recorrerlo. Hoy, quiero
agradecer a esos otros que me ayudaron a terminar este proceso. Gracias a
mis “pollos” que partieron primero, pero que mientras estuvieron me alentaron
a seqguir; a mis profesores gracias por esas excepciones que me permitieron
llegar hasta el final; a los amigos de siempre; a mis mascotas, por su fiel y leal

compaiiia en todo este camino; a Dios pues sin ti nada hubiese sido posible;

5



a mi hermana Tania por luchar, estar y seguir a mi lado; a mi hermano Alexis
por permanecer aun en la distancia; a los Carlotos, por sus constantes
oraciones. Pero hoy, dedico este trabajo de titulo a mi hermana del corazon
Claudia, por ser la primera que creyé en mi de principio a fin. Ustedes fueron

las personas precisas en los momentos indicados.

Denisse Molina Tapia

Primero agradezco a Dios, por darme la fuerza para no rendirme en este
proceso tan dificil que solo El y yo sabemos que estoy viviendo.

En una segunda instancia, me gustaria agradecer a mi papa, que desde el
cielo debe estar orgulloso y alegre de que esté terminando mis estudios, y a
mi mama que oro sin cesar todos estos afios pidiéndole a Dios sabiduria para
mi. Sin su apoyo y confianza hubiese sido mucho mas dificil llegar hasta esta
etapa, MIL GRACIAS.

También quiero agradecer a Estrella y Benjamin por acompafiarme en todo
este proceso, brindandome su alegria y apoyo en cada momento, espero que
sigamos siendo tan unidos como siempre.

Por ultimo, quiero reconocer a todos mis familiares y a mi amiga Stefi que
siempre estuvieron pendiente de mi cuando lo necesité, aconsejandome y
dandome animos a lo largo de toda mi carrera.

Mencién especial para todos los profesores de la carrera, en especial al
profesor Marcos Barra y a la profesora Maria Soledad Montoya, que gracias a
sus retroalimentaciones y guia logramos entregar este trabajo de titulo.

Luis Mufioz



RESUMEN

Esta investigacion tiene por objetivo caracterizar y analizar las estrategias
utilizadas por estudiantes de 2do Medio en problemas no rutinarios presente
en la ensefianza de las razones trigopnométricas del seno y coseno en
triangulos rectangulos. Para esto, se realiza una secuencia didactica
considerando seis sesiones de clases, basandose en el enfoque teorico de la
Teoria de Situaciones Didactica (TSD), la metodologia de la Ingenieria
Didactica (ID) y el Estudio de Clases (EC), con la finalidad de disefiar y mejorar
las préacticas educativas constantemente, generando un aprendizaje
significativo en los estudiantes, sin caer en los fendmenos didacticos presentes
en la ensefianza de este contenido, como lo son el deslizamiento

metacognitivo a través de técnicas como la memorizacion y la mnemotecnia.

En paralelo a la implementacion de la secuencia didactica, se analizan las
situaciones de aprendizajes claves de algunas clases para evaluar el efecto
de esta en la comprension de los estudiantes y asi generar conclusiones en

base a las evidencias obtenidas.



INTRODUCCION

En esta investigacion se presentaran los resultados de la implementacion de
una secuencia didactica relacionada al contenido de razones trigonométricas
de seno y coseno en el triangulo rectangulo, para asi analizar las estrategias
utilizadas por los estudiantes en problemas no rutinarios que involucren este
contenido. Con el fin de llevar a cabo esto, se presenta la problematica con
sus respectivos antecedentes y objetivos a lograr, posteriormente se trabaja el
objeto matematico, tanto su epistemologia como definiciones, teoremas
fundamentales y las relaciones presentes. Luego se expone el marco de
referencia, metodologia de investigacion y los respectivos planes de clases
con sus guias de trabajo. Finalmente, se realiza el estudio de clases, los
analisis y las conclusiones obtenidas luego de la implementacién ya culminada

la secuencia de clases.

En la educacién escolar es frecuente que el contenido relacionado con razones
trigopnométricas se ensefie a través de fendmenos didacticos como el
deslizamiento metacognitivo proponiendo actividades de bajo nivel cognitivo.
Por consiguiente, para generar un aprendizaje significativo en los estudiantes
se realizara una secuencia didactica que contenga el subtema analizando las
estrategias obtenidas en ella, estableciendo objetivos generales y especificos.
Luego, se presenta el objeto matematico con su epistemologia y estatus

actual, junto con las definiciones y teoremas necesarios para la ensefianza.

Esta secuencia didactica tiene como marco de referencia la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD) de Guy Brousseau, mencionando su aplicacion
y sefalando las clases donde se utilizaron los aspectos claves de esta. En
paralelo se trabaja con la metodologia de Ingenieria Didactica (ID) y el Estudio
de Clases (EC) para mejorar continuamente las practicas docentes y generar

conclusiones respecto al proceso de ensefianza y aprendizaje.



Una vez detectada la problematica y realizada la investigacion se planificara
la ensefianza por medio de una secuencia didactica presentando los planes
de clases disefiados para cada sesion de manera detallada con el respectivo
material utilizado. Posteriormente, se discute entre pares de manera general
el disefio, reflexionando sobre todos los aspectos de la secuencia y realizando
propuestas de mejora. Finalmente se ejecutara el Estudio de Clases con el
objetivo de tener considerar como se llevd a cabo la sesién, confrontando los
andlisis apriori y posteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizajes
claves de la secuencia didactica para asi generar conclusiones pertinentes con

las evidencias obtenidas en la aplicacion.



CAPITULO |

PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS

En este capitulo, se presentan los antecedentes que argumentan la
problematica que se abordara en la investigacion, el fenomeno didactico del
deslizamiento metacognitivo ademas de la mnemotecnia como recurso de
ensefianza no idoneo para lograr el aprendizaje en razones trigonométricas
del seno, coseno y tangente en triAngulos rectangulos. Asi como, el analisis
de los textos escolares que abordan el contenido estudiado y los objetivos de

la investigacion.

1.1 Problematica

En el proceso de ensefanza-aprendizaje se presentan diversos
acontecimientos o hechos que cuando se interpretan por medio de una teoria
se convierten en un fendmeno singular y cuando se produce una
generalizacion nos encontramos con los fendmenos didacticos, los cuales
generan una dificultad en el estudiantado ya que interrumpen y/o obstaculizan

la construccion del conocimiento.

Cuando un intento de la ensefianza y aprendizaje fracasa; es decir, cuando el
profesor no logra transmitir el objetivo de aprendizaje, se ve obligado a retomar
el contenido para explicarlo nuevamente y completarlo. Es asi como, el primer
intento que originalmente es un recurso para ensefar, se convierte en un
objeto de estudio e incluso de ensefianza, luego la forma sustituye al fondo y
la actividad propuesta en un principio por un profesor no se ha logrado
transmitir y pasa a ser el tnico objetivo del profesor, esto es lo que conocemos
como el deslizamiento metacognitivo, que consiste cuando “en ciertas

circunstancias, el profesor puede realizar la ensefianza tomando las
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explicaciones y medios heuristicos como objetos de estudio en lugar del
verdadero conocimiento matematico” (Avila, 2001, p.12), es decir, solo se
presenta la técnica para que resuelvan ejercicios pero no se estudia la razon

del porqué ni para qué se trabaja.

Considerando lo anterior, en la ensefianza de razones trigonométricas en
segundo medio, el deslizamiento metacognitivo es uno de los fenémenos
didacticos mas comunes, pues se recurre a recursos de ensefianza basado en
la mnemotecnia, mecanizacion y algoritmizacion de conceptos y férmulas. Se
presentan las razones trigpnométricas a los estudiantes con estas técnicas, se
les entregan todos los datos y ellos solo sustituyen realizando las operaciones
pertinentes. Otro aspecto a tener en cuenta sobre este tipo de recursos, es
que en la actualidad no se justifica el uso de técnicas en la que los estudiantes
deban memorizar o aprender para lograr el objetivo propuesto por el profesor,
pues con la incorporacion de diversos recursos tecnoldgicos y las Tecnologias
de la Informacion y Comunicacion (TIC), los estudiantes pueden encontrar
facilmente en la web, software, aplicaciones, programas, calculadoras y hasta
en sus dispositivos méviles como aplicar las diferentes técnicas para obtener
en forma inmediata los resultados. Entonces, se vuelve trivial enseiar
mnemotécnicas, mecanicas o algoritmos para cumplir con el objetivo de
ensefianza. Por el contrario, el profesor puede hacer uso de las tecnologias
para profundizar de mejor forma la unidad de ensefianza y de este modo lograr

un aprendizaje significativo en los estudiantes.

Sobre las técnicas mencionadas, la mnemotecnia es una de las mas utilizadas
en razones trigonométricas, y consiste en “el uso de elementos, o simbolos
asociados, con caracteristicas especiales o especificas (que pueden caer en
lo exagerado), de tal manera que llame la atencién y se pueda retener en la
memoria facilmente un dato” (Carrillo, 2006, p.60), de esta forma el objetivo de
ensefianza se enfoca en el recurso y no el contenido. Pues, como se trata de
retener y memorizar las formulas, las gréficas, los conceptos o definiciones,

sin comprension o razonamiento alguno; se puede “facilitar” en el estudiante
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una “comprension momentanea o desechable”, pues solo servira para aplicar
en ejercicios que no requieran un mayor razonamiento y que solo tengan que

sustituir y resolver.

En las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, ya sean del seno y
coseno o las seis razones, algunos de los ejemplos mas comunes de técnicas

mnemotécnicas son:

1. SohCahToa: Se refiere a las razones del seno, coseno y la tangente en
un triangulo rectangulo, y consiste en que el Seno Soh, esta dado por
la razon del cateto Opuesto y la Hipotenusa, Coseno Cah esta dado por
la razdén del cateto Adyacente y la Hipotenusa y finalmente, la Tangente
Toa que estard dado por la razén entre el cateto Opuesto y el cateto
Adyacente. Las letras en mayuscula corresponden a la razon y en
minuscula a los catetos o a la hipotenusa, esta técnica consiste en
memorizar de forma escrita, pues no hace mencion del “cateto” solo a
su caracteristica si es opuesto o adyacente. De la palabra memorizada

permite recordar la férmula de razon para el calculo de estas.

2. CocaCocaHipHip: Es una técnica similar a la anterior, usada con mucha
frecuencia para lograr que los estudiantes recuerden con facilidad la
definicion de las razones trigopnométricas, sin embargo, esta es mas
facil de memorizar al vocalizarla pues se aprende con un tono fonético
que ayuda a su memorizacion. Luego, las razones trigonométricas en
un tridngulo rectangulo respecto a un angulo a se acostumbra a listarlas
de la siguiente manera:

co ca co ca hi hi
Sena=—;Cosa=—;tana = —;cota =—;seca =—p;cosec =2P
hip hip ca co ca co

Donde podemos visualizar de izquierda a derecha en el antecedente y
luego de derecha a izquierda en el consecuente como se produce la

técnica aplicada.
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3. Coca-Coca con dos hielos: Al igual que la anterior, es una regla
mnemotécnica para memorizar las razones trigopnométricas. También
se observa que lo pretendido tras esta regla es que el estudiante
memorice enunciando la oracion, pero recordar y aplicar no implica un
aprendizaje significativo, es mas bien la memorizacion melddica de un

estribillo.

Estas reglas mnemotécnicas definidas como el “conjunto de estrategias
artificiales que ayudan a la memoria, facilitando los procesos de aprendizaje,
o bien la posterior recuperacién de la informacién” (Carrillo, 2006, p.60) si bien
presentan una ayuda en recordar ciertas férmulas y conceptos, genera
dificultades y obstaculos en la comprension de este, ademas de no tener una
contextualizacion ni saber el porqué de ello. Es necesario mencionar que al
aplicar estas técnicas se enfatiza el deslizamiento metacognitivo, pues
aprender la técnica se vuelve el foco de aprendizaje y de este modo no se

produce un aprendizaje significativo en los estudiantes.

Finalmente, aplicar las etapas de Secuencia Didactica desde la Teoria de
Situaciones Didéacticas (Brousseau, 2007) permite obtener un aprendizaje
significativo en los estudiantes, pues los alumnos del segundo medio,
protagonistas de la implementacion de este seminario, seran el centro del
proceso de ensefianza aprendizaje y que todo lo que resuelva, gire en torno a
sus necesidades y conocimientos. Esto incide en la Resolucion de problemas
matematicos no rutinarios, que implica el uso de diversos materiales no
estructurados que permitan la manipulacion necesaria para la construccién del
conocimiento de razones trigopnométricas del seno, coseno y tangente en
triangulos rectangulos. Por todo lo anteriormente expuesto, queda planteada
la siguiente interrogante: ¢Qué estrategias utilizan los estudiantes frente a
problemas no rutinarios que involucren el contenido de razones

trigopnométricas del seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos?
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1.2 Antecedentes

1.2.1 Antecedentes Didacticos

La geometria, segun los resultados de la ultima prueba END aplicada el afio
2021, muestra que los futuros profesores chilenos de mateméticas tienen un
déficit en el conocimiento de este eje tematico, pues solo el 36,8% es el
porcentaje de logro en este contenido (p.5), lo que puede ser un indicio o no,
de que al aprendizaje se adquirié sin un nivel de comprensién significativo o
bien es un conocimiento de un grado de complejidad considerable que
requiere mayor aprehension. Debido a esto, se puede generar una premisa
sobre la ensefianza de la trigonometria como un tema dificil de abordar o
ensefiar, particularmente las razones trigonométricas en el triAngulo
rectangulo, lo que se encuentra evidenciado en algunas investigaciones en
matematica educativa que muestran las dificultades en el aprendizaje que
tienen los estudiantes de distintos niveles escolares al interpretar y significar a
las razones vinculadas a las relaciones trigpnométricas. De Kee, Mura y
Dionne (1996) citado por Cortes, G & Espinosa, G (2007) mencionan que el
estado de comprensién del seno y coseno no estan bien establecidos en los
estudiantes, indican que generalizan las propiedades de los triangulos
rectdngulos a cualquier tipo de triangulo, o aseguran un cambio de escala en

el seno y el coseno al cambiar de escala un triangulo.

Lo anterior, permite poner especial atencidon en el estudio de los fenbmenos
didacticos que ocurren al interior del aula en el proceso de ensefianza
aprendizaje de las nociones y conceptos de razones trigonométricas del seno,
coseno y tangente en el triAngulo rectangulo. Para ello, la Teoria de
Situaciones Didacticas de Guy Brousseau, y los fendmenos didacticos que
acontecen en la situacion didactica son un marco de referencia de gran
consistencia. Segun Brousseau (1997), al interior de las interacciones que

ocurren en la Situacién Didactica, se establecen algunos efectos que
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sustituyen, impiden o interrumpen el aprendizaje que efectla el estudiante
dentro del medio didactico disefiado por el profesor. Esto es lo que segun el
Contrato Didactico, se identifican como los efectos o fendmenos didacticos,
algunos de los que se observan con mayor frecuencia son el efecto Topaze,
el profesor sugiere de forma “disimulada” la respuesta, induciendo al
estudiante por medio de preguntas sencillas a una respuesta que tiene el fin
de que sea correcta sin necesariamente estar relacionada con el objetivo del
contenido; el efecto Jourdain, se refiere a la actitud que puede tomar el
profesor frente a respuestas incorrectas de los estudiantes, las que
intelectualiza o sacraliza con el fin de reconocer indicios de conocimiento, a
pesar de que las respuestas sean triviales ya que de este modo evita la
desmotivacion en los alumnos; el uso abusivo de la analogia, utilizado con
mayor frecuencia en la resolucién de problemas pues se recurre a analogias
para su ensefianza, pero el estudio de la analogia termina siendo el fin por
sobre el problema original. Por ultimo, sumado a los anteriores y dentro de los
fenomenos didacticos mas frecuentes, esta el deslizamiento metacognitivo, el
qgue surge ante el fracaso de ensefianza o comprension de una actividad y el
profesor recurre a medios heuristicos como objeto de estudio en lugar del

verdadero conocimiento matematico.

Luego, el profesor, quien es parte de la interrelacion entre estudiante y medio
didactico, con o sin un conocimiento acabado del contenido a ensefiar, segun
Brousseau (2007) en su teoria de situaciones didacticas, debe transmitir el
saber, adaptando, reformulando, modificando o reorganizandolo, surgiendo
asi muchos de los fendmenos didacticos que conocemos, los que inhiben o
interrumpen la construccion del conocimiento que lleva a cabo el estudiante.
Es asi como, el deslizamiento Metacognitivo, enunciado por Retamal, Pino-
Fan y Arredondo (2020) como el efecto que “Generalmente se presenta
cuando un profesor tiene dificultades para lograr la comprension y el logro de
los alumnos de un objeto mateméatico que ha previsto; entonces, cambia el
objetivo de su ensefianza y lo reduce a la ensefianza de un objeto de menor

nivel cognitivo o al manejo de una técnica”. (p.655), se presenta en la
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ensefianza de razones trigonométricas del seno, coseno y tangente en
triangulos rectangulos debido a que es un contenido que se advierte como un
conocimiento de alta dificultad para la comprensién por parte de los
estudiantes, al respecto Fernandez, Ruiz y Rico (2016) mencionan que ‘la
trigonometria es un contenido escolar que resulta dificil de entender por los
estudiantes” (De Kee, Mura y Dionne, 1996; Maldonado, 2005) “debido a
factores diversos como son su complejidad, la conexién con numerosos
fendmenos y las interconexiones con otras disciplinas” (Brown, 2005). Por
ejemplo, en razones trigonométricas del seno o coseno en un triangulo
rectangulo, el profesor sustituye la ensefianza de las razones del lado opuesto

al angulo y la hipotenusa como una razéon constante del angulo por la
. .z P . Py » co CA _—e
memorizacion de la técnica o “formula” sen a = 5 Cosa = —. Si bien, puede

ser un recurso valido pues procura ganar tiempo y eficacia frente a un
contenido que requiere un mayor trabajo para su ensefianza aprendizaje, se
vuelve desfavorable cuando los docentes pierden de vista el objetivo del
contenido abordado, y no es precisamente por la falta de habilidades de los
estudiantes, pues mas bien responden a practicas escolares condicionadas
sobre el propésito de la obtencién de buenos resultados en las diferentes
pruebas de medicién de nuestro sistema educacional, “Este deslizamiento se
produce, en particular, cuando el medio es inapropiado o cuando el sistema
no puede ni abandonarlo ni rechazarlo, dado que ha sido impuesto por el
medio. Es asi como la ensefianza de la heuristica fue mas facilmente
controlada, dado que esta subordinada a una comunidad menos vasta y
dominante que lo que fue el proyecto de la “matematica moderna” o de la “regla

”n

del tres”™ (Brousseau & D’amore, 2015, p.51). Luego, es asi como estos
fendmenos o efectos didacticos se transforman en una practica escolar, pues
segun Brousseau y D’amore el deslizamiento metacognitivo de ser usado en
primera instancia como un medio de control de los resultados, se transformé
en objetivo, luego en medio de ensefianza y por ultimo en objeto de
ensefianza. De este modo, es como la técnica por sobre el analisis del

contenido toma el rol protagénico en la ensefianza.
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De los antecedentes anteriores se puede desprender que debido al nivel de
dificultad que tiene el estudio de la trigonometria, y en este caso el de las
razones del seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos, el
deslizamiento metacognitivo que se produce en la ensefianza de este
contenido es evidenciado con el uso de diferentes recursos para lograr el
aprendizaje. Las técnicas como la mecéanica, rutina, memorizacion,
algoritmizacién son utilizadas como las herramientas para que los estudiantes
“aprendan” el contenido, pero tras técnicas de memoria como la Mnemotecnia,
no surge el aprendizaje significativo que es parte del propdsito de la
ensefianza. Luego, la Mnemotecnia, del griego «mnéemee» (memoria) y
«téchnee» (arte). Se define como el arte que procura aumentar la capacidad
de retencién de la memoria por medio de ciertas combinaciones o artificios. Es
necesario realizar una distincibn sobre los términos Mnemotecnia Yy
mnemotécnica, pues el primero es la técnica definida anteriormente, mientras
que la segunda es el uso de elementos, o simbolos asociados, con
caracteristicas especiales a veces exageradas, con el fin de llamar la atencion
y que se pueda memorizar facilmente, como lo son colores asociados a
productos o simbologias que representan profesiones o avisos, por mencionar

algunos ejemplos.

Lo anterior forma parte de esta investigacion, pues la Mnemotecnia es una de
las técnicas mas recurrentes en el estudio o ensefianza de las razones
trigonométricas. Diferentes son las técnicas de memorizacion con las que se
ensefian las razones del seno y coseno en triangulos rectangulos, el

estudiante memoriza la razon del seno o la del coseno como sena =

5—; 0 cosa = %sin hacer relacion alguna entre la razén constante del angulo
con el cateto opuesto o adyacente respectivamente y la hipotenusa. Por lo
demas, ensefar esta practica es bastante limitado y solo se enfoca en el
aprendizaje memoristico y se puede interpretar como una forma de estructurar
de manera comprensible o descifrable contenidos complejos como la

trigonometria. Sin embargo, claro es, que no conviene hacer demasiado uso
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de estos en la ensefianza, ya que su utilizacibn puede provocar la
simplificacion de los conocimientos, el abandono de la reflexion, légica,
andlisis y del razonamiento intelectual; y ain mas importante la comprension
del contenido y el porqué de su ensefianza. En contraste a la ensefianza con
recursos como la mnemotecnia, Guy Brousseau toma las hipotesis centrales
de la teoria del desarrollo del conocimiento de Jean Piaget como marco para
modelizar la produccion de conocimiento, ya que el conocimiento matematico
se va constituyendo a partir desde que reconocen, afrontan y resuelven
problemas que son producidos a su vez de otros problemas. Es asi como, la
resolucién de problemas matematicos involucra la idea de interaccién de
variados procesos cognitivos, los que conllevan a seguir una adecuada linea
de razonamiento en la que finalmente surge el lenguaje matematico. Es asi
como la resolucién de problemas aproxima la matematica a las situaciones
cotidianas vinculadas a diferentes contextos, y pone de manifiesto el tipo de
control intelectual que el alumno puede realizar sobre cada situacién. Dentro
de la resolucion de problemas, existen los problemas que son considerados
rutinarios y aquellos considerados no rutinarios. Segun Diaz y Poblete (1999)
En los problemas rutinarios el alumno efectla una serie de secuencias que
involucra una comprension de conceptos y algoritmos para llegar a soluciones
validas. La busqueda de soluciones de contextos que no se han practicado
que pertenecen a una categoria superior de andlisis corresponde a los
problemas no rutinarios. Luego, este tipo de problemas en razones
trigonométricas del seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos, salen
de la rutina en cuanto a un método o la aplicacién de una regla, sino que a
fuerza de busqueda y de intuicion hay que llegar a elaborar una solucién

recurriendo al conjunto de conocimientos y experiencias anteriores.

En resumen, la aplicacion de la Secuencia Didactica de Brousseau por medio
de problemas no rutinarios puede mejorar la deficiencia de la ensefianza por
medio de la mnemotecnia como un recurso del efecto de deslizamiento
metacognitivo. Brousseau (1999) sefiala que esta secuencia “Propone 4 fases

de razonamiento que tiene como propaosito fundamental entender e identificar
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los problemas que existen en los procesos de comunicacion y reconstruccion
de saberes del sistema didactico de los estudiantes. Esto quiere decir que,
ellos captan, interiorizan y comprenden una situacion problematica; por lo que
pueden actuar de manera correcta y premeditada frente a situaciones
novedosas. A su vez, esta secuencia también permite el monitoreo constante
sobre el avance del aprendizaje en los alumnos, ya que ellos pasan
progresivamente por las 4 fases de las situaciones didacticas de Brousseau:
Situacién de Accion situacion de Formulacion, situacion Validacion e

Institucionalizacién de manera secuencial.
1.2.2 Analisis descriptivo del Programa de Estudios

El antecedente didactico corresponde al andlisis descriptivo del programa de
estudio 2016 y al analisis comparativo de dos textos escolares de distintos
afos. Para esto, el contenido se presenta en la Unidad 3 de Geometria de 2do
medio donde se aborda cambio porcentual y razones trigonométricas, siendo

esto Ultimo en el que se enfoca esta investigacion.

El propésito de esta unidad es que los estudiantes sean capaces de
comprender las razones trigopnométricas de seno, coseno y tangente por medio
de la semejanza de triangulos rectangulos, y se espera que apliquen de forma
adecuada cada razon trigonométrica segun el contexto dado, ademas que
usen las razones trigopnométricas como medio para determinar la medida de
los lados de un triangulo rectangulo o el angulo involucrado en el contexto de
resolucién de problemas. Para esto, los conocimientos previos que necesita el
estudiante son: triangulo rectangulo, teorema de Pitdgoras y semejanza de

triangulos para el contenido de razones trigopnométricas.

Al ensefiar este contenido, se espera que los estudiantes desarrollen las

siguientes habilidades:

OA D: Describir relaciones y situaciones matematicas usando lenguaje

matematico, esquemas y graficos.

OA E: Explicar:
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- Soluciones propias y los procedimientos utilizados.

- Demostraciones de resultados mediante definiciones, axiomas,

propiedades y teoremas.

- Generalizaciones por medio de conectores légicos y cuantificadores
utilizadndolos apropiadamente.

OA G: Realizar demostraciones simples de resultados e identificar en una

demostracion si hay saltos o errores.

OA I: Elegir o elaborar representaciones de acuerdo a las necesidades de la

actividad, identificando sus limitaciones y validez de estas.
Del mismo modo, las actitudes a desarrollar son las siguientes:

OA B: Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios mateméaticos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un

resultado inmediato.

OA D: Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los
otros, considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando

disposicion a entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.

Los Objetivos de Aprendizaje (OA) tienen por finalidad definir los aprendizajes
terminales esperables para una asignatura determinada y para cada afio
escolar. Cada uno de ellos conjuga habilidades, actitudes y conocimientos, en

pro de lograr la formacion integral de cada estudiante.

Razones trigonométricas pertenece al eje de geometria, en este eje, los y las
estudiantes desarrollan sus capacidades espaciales y la comprension del
espacio y sus formas. Para ello, comparan, miden y estiman magnitudes, y
analizan propiedades y caracteristicas de diferentes figuras geométricas de
dos dimensiones para razones trigonométricas en el triangulo rectangulo. En
este eje, la habilidad de representar juega un rol especial. Al final de este ciclo,
deberan ser capaces de apreciar y utilizar las propiedades y relaciones

geomeétricas de manera adecuada y precisa, tendran que ser competentes en

20



mediciones geométricas y deberan relacionar la geometria con los nimeros y
el algebra de manera armoniosa y concreta. Este eje presenta por primera vez
las razones trigonométricas para que los y las estudiantes tengan mas
herramientas para resolver problemas. Es asi, como en este proceso, deberan
ser capaces de usar diferentes instrumentos de medida para visualizar ciertas
figuras; se recomienda tanto las construcciones manuales como las

tecnoldgicas.

La Planificacion didactica constituye una tarea fundamental para el desarrollo
del trabajo docente, ya que es una herramienta util para reflexionar sobre las
intenciones didacticas con las que se espera se logren aprendizajes, y valorar
los resultados de las acciones emprendidas. Es decir, en este proceso se
ponen en juego las competencias de los actores educativos con el propdsito
de impulsar actividades que potencien el aprendizaje de los alumnos. Luego,
para aprender matematica, se necesita comprender conceptos y encontrar
relaciones, lo que supone la abstraccion de acciones del medio y la habilidad
para “hablar’, “escribir’ y “leer” en lenguaje cotidiano y en lenguaje
matematico. En esta propuesta se plantea el aprendizaje de matematica como
un trénsito desde lo concreto a lo pictoérico, para luego llegar a lo simbdlico.
Esto significa que él o la estudiante como protagonista de su aprendizaje
adquiere conocimientos mediante el “aprender haciendo” en situaciones
concretas, que luego traduce a un nivel grafico y después expresa en simbolos
matematicos. En esta propuesta se enfatiza el uso de representaciones, los y
las estudiantes pueden resolver problemas en distintos niveles de abstraccion,
transitando en ambos sentidos desde representaciones reales, concretas,

hasta representaciones simbdlicas, y viceversa.

Dentro de las orientaciones didacticas, es importante que los profesores
promuevan el dialogo, la discusion matematica y el desarrollo de habilidades
matematicas respecto de los contenidos, con el fin de despertar en las y los

estudiantes la curiosidad y la capacidad de elaborar conceptos que permitan
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conectar la matematica con la vida diaria y las diferentes éareas del

conocimiento.

Considerando lo anterior, para lograr el aprendizaje significativo, el docente

debe tener en cuenta algunos recursos metodologicos como:

Aprender haciendo: permite comenzar con una experimentacion de
fendbmenos reales para acercarse a conceptos matematicos por medio
de experiencias reales y/o cotidianas, los estudiantes deben lograr
formalizar el fenédmeno en lenguaje puramente matematico. El profesor
por medio de preguntas, explicaciones, observaciones y ejemplos de
las actividades debe lograr el aprendizaje significativo. EI concepto
nuevo debe ser formalizado entre todos, pues asi los estudiantes
conectaran lo aprendido con experiencias vividas.

Centrar el aprendizaje en el estudiante: El o la estudiante es quien hace
la clase, el profesor guia el proceso de aprendizaje de modo tal que
logre los objetivos propuestos. El aprendizaje se produce por medio de
la acumulacion de experiencia de los estudiantes, pues realizan las
acciones y el docente es solo el gestor. Para ello, la resolucién de
problemas y el aprendizaje desde los errores son las oportunidades que
permiten lograr el objetivo, sin dejar de lado la reflexién pues es la forma
gue se adquiere el conocimiento para aplicar en nuevas situaciones.
Experiencias previas: consiste en que el conocimiento se construye
sobre y a partir de los conocimientos previos. Ya que es relevante que
la o el docente recurra a los conocimientos, destrezas, habilidades y
experiencias previas de sus estudiantes. Estas experiencias son los
fundamentos para desarrollar conceptos nuevos.

Conexiones: para evitar que el aprendizaje sea fragmentado es
importante que se establezcan conexiones entre matematica y otras
asignaturas, de modo de alcanzar una comprensién profunda, con

sentido, relevancia y utilidad.
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Recurrir frecuentemente a representaciones, analogias y metaforas:
una manera de favorecer la comprension y el significado de los
conceptos es utilizar frecuentemente representaciones, analogias y
metéforas para complementar el proceso de aprendizaje. Se estima que
estos recursos son un aporte cognitivo y pedagogico, ya que, al
representar situaciones de la vida cotidiana, permiten aclarar conceptos
e introducir nuevas ideas haciéndolas més cercanas y significativas, lo
que genera en las y los estudiantes mayor motivacion y seguridad en
relacion con sus capacidades.

Progresion de complejidad: sugiere que el aprendizaje debe ir desde lo
mas simple a lo mas complejo de manera progresiva. La construccion
de una base sdlida de aprendizaje considera que cualquier nuevo
aprendizaje se asimila a los aprendizajes previos. Por esto, es
importante que €l o la docente deba saber qué habilidades y conceptos
han adquirido los estudiantes con anterioridad, para activarlos
estratégicamente en funcion del aprendizaje futuro.

Comunicacion y aprendizaje cooperativo: es importante que él o la
docente favorezca la comunicacion y la colaboracion entre sus
estudiantes para elaborar las multiples tareas de la asignatura. Analizar,
evaluar y representar resultados en comun son actividades esenciales
en esta orientacion, ya que profundizan y estimulan el pensamiento
critico y ponen a prueba el aprendizaje.

El uso de tecnologias de informacién y comunicacion (TIC): por una
parte, la tecnologia puede ayudar a las y los estudiantes a aprender
matematica. Utilizando las herramientas tecnoldgicas los estudiantes
pueden ejecutar los procedimientos rutinarios en forma rapida y precisa,
utilizando el tiempo ahorrado para realizar acciones mas complejas
como razonar, elaborar modelos, buscar patrones, comprobar
conjeturas que antes no eran accesibles para ellos. Por otra parte, la

tecnologia también ayuda a la evaluacion, ya que permite a los y las
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docentes examinar los procesos que han seguido sus estudiantes en
sus investigaciones matematicas y los resultados obtenidos.

- Repasar conceptos y ejercitar: esto con el fin de asegurar la
comprension; pero, a su vez, desde la repeticion, incentivar a sus
estudiantes a abordar problemas de mayor desafio y guiarlos(as) a
realizar una verdadera actividad matematica.

- Laretroalimentacion: es relevante que las y los estudiantes desarrollen
una vision positiva de las matematicas y se sientan capaces de
desemperiarse con una autoestima positiva y con seguridad. Para esto,
conviene que él o la docente reconozca el esfuerzo de sus estudiantes,
sus observaciones y su iniciativa para explorar nuevos conocimientos
por si mismos(as), en un ambiente que acoja todos los puntos de vista.
Se debe aprovechar las oportunidades para generar discusiones sobre
las vias de solucidén y respecto de la efectividad de las estrategias
escogidas. En esta diversidad, el alumno o la alumna descubren como
mejorar y superarse en su proceso de aprendizaje. Por otra parte, es
importante que, de igual forma, el profesor apoye a cada estudiante en
la revision de su proceso, ayudandole a identificar las areas que
necesita mejorar y aquellas que ya estan logradas ya sea de manera

general como particular.

En resumen, todas estas orientaciones didacticas que entrega el programa de
estudio van dirigidas a que los y las docentes puedan implementarlas en sus
clases para asi generar un aprendizaje significativo, profundo, con sentido y

comprensible para los y las estudiantes.

El objetivo de aprendizaje es el O.A. 8 que consiste en mostrar que
comprenden las razones trigonométricas de seno, coseno y tangente en

triangulos rectangulos:
- Relacionandolas con las propiedades de la semejanza y los angulos.

- Explicandolas de manera pictdrica y simbdlica, de manera manual y/o

con software educativo.
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- Aplicandolas para determinar angulos o medidas de lados.

- Resolviendo problemas geométricos y de otras asignaturas.

Para abarcar el contenido perteneciente al objetivo mencionado se necesitan
contenidos matematicos tales como funciébn medida, razones y proporciones,

semejanza, teorema de Pitagoras, operaciones elementales.

Por tanto, como ya se ha trabajado anteriormente, los contenidos se pueden
relacionar entre si de tal forma que se puedan organizar en un esquema con
el objetivo de favorecer el aprendizaje significativo y el desarrollo cognitivo de

los estudiantes. Para esto, se presenta el siguiente esquema:

Jeorema Razones y N semejanza . Jacieen
::> r rcion —/1 ) trigonométricas )
Pitagoras el te e 9 de R.T.

llustracion 1: Esquema de contenidos

Para abordar este contenido se debe trabajar y/o recordar el teorema de
Pitagoras (lo cual involucra trabajar con triangulos) y poder realizar relaciones
entre ellos, de esta forma continuar con razones y proporciones entre lados de
un tridngulo u otras figuras geométricas. Posteriormente se ensefia semejanza
enfocandose en triangulos para finalmente comenzar con el contenido
presente de razones trigonométricas. Cabe destacar que en cada tema se

deben trabajar tanto ejercicios como problemas que lo involucren.

Por otra parte, el programa de estudio presenta diversas actividades las cuales
se proponen al docente. Se sugieren 10 actividades, las que en su mayoria
estan conectadas con conocimientos relacionados a Ciencias Naturales en el
nivel de lero medio y otras actividades relacionadas a la asignatura de

Historia, Geografia y Ciencias Sociales de 2° medio.

De las 10 actividades, 3 son consideradas ejercicios ya que, a pesar de no
contar con un ejemplo previo, en el enunciado del mismo se entregan todos

los datos para que el estudiante solo resuelva. De esta forma 7 actividades
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son consideradas problemas, ya que para su desarrollo el estudiante debe
encontrar datos realizando trabajos previos. Dentro de los problemas hay 2

actividades que mencionan que contenido utilizar en su desarrollo.

Cabe destacar, que una actividad propuesta en el programa de estudio va
enfocada en desarrollar la habilidad de comunicar y argumentar y 9 de las
actividades propuestas estan enfocadas en desarrollar la habilidad de resolver

problemas.

Finalmente, las actividades expuestas en el programa de estudio tienen
relacion con 2 de los 4 aprendizajes esperados en el OA8. A continuacién se

presentan los aprendizajes esperados que tienen relacion con las actividades:
OA 8:

Mostrar que comprenden las razones trigopnométricas de seno, coseno y

tangente en triangulos rectangulos:

Relacionandolas con las propiedades de la semejanza y los angulos. Este
aprendizaje esperado no esta incluido en las actividades propuestas en el
programa de estudio, ya que en ninguna actividad se necesita exclusivamente
propiedades de la semejanza o angulos para llegar al resultado correcto, sin
embargo, en el texto del estudiante si se incorpora este aprendizaje esperado

en las actividades disefiadas.

ExplicAndolas de manera pictorica y simbdlica, de manera manual y/o con
software educativo. Este objetivo de aprendizaje en el programa de estudio no
se trabaja completamente, ya que si bien existen actividades en las que se
explican de manera pictérica y simbolica, encontramos que no se explican de

manera manual y mediante el uso de software educativo.

Aplicandolas para determinar angulos o medidas de lados. Las actividades si

tienen relacion con este objetivo de aprendizaje.

Resolviendo problemas geométricos y de otras asignaturas. En las actividades

del programa de estudio se presentan problemas geométricos, ademas

26



también hay presencia de actividades vinculadas con otras asignaturas tales

como Ciencias Naturales e Historia, Geografia y Ciencias Sociales.

1.2.3 Analisis comparativos de textos del estudiante.

Por otra parte, para realizar el analisis de los textos se trabajo en dos Textos
Escolares de Matemética de la Editorial SM, en donde el primer texto es la

edicion 2019 mientras que el segundo texto es la edicion 2021.

Con respecto al Texto del Estudiante Edicion 2019 el contenido de razones
trigonométricas se aborda en la Unidad 3, especificamente en la leccién 8
(tema 1y 2). Para esto, en el tema 1 se presentan las razones trigonométricas
en triangulos rectangulos en base a la relacion con el conocimiento previo
(semejanza de tridngulos). Para comenzar la leccién, hay una actividad
introductoria en la que se recuerdan contenidos trabajados anteriormente tales
como: aplicacion de teorema de Pitagoras, semejanza de triangulos.
Posteriormente, se expone el contenido a través de una actividad que pone en
practica lo comprendido anteriormente, desarrollando preguntas de analisis.
Luego, se llevan a cabo actividades de aplicacion directamente a través del
calculo de medidas de angulos utilizando las razones trigonométricas por
medio de trabajos en grupo e individual. Al terminar este tema se desarrolla un
taller de habilidades, que tal y como se menciona, se evalla el desarrollo de
la habilidad representar. En el tema 2 se presentan actividades de aplicacion
de las razones trigonométricas incluyendo el uso de calculadora para el calculo
de las medidas de angulos. También, se incorpora el trabajo con recursos de

software tanto para el uso de docente como para el uso de estudiantes.

En cuanto a las actividades presentadas, para introducir el contenido se
presentan preguntas con respecto al conocimiento que se tiene sobre este, en
este caso seran de razones trigonomeétricas. Luego de esto se ejercitan los
conocimientos previos necesarios tales como semejanza de triangulos,

teorema de Pitagoras, razones y proporciones a partir de actividades.
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Finalmente, al presentar y formalizar el contenido se presenta una serie de
ejercicios y problemas que se enfocan en representar, argumentar y

comunicar.

Cabe destacar que las actividades propuestas en su mayoria son ejercicios,
ya que se les entregan todos los datos para que los estudiantes solo apliquen
el contenido y realicen operaciones basicas, al comienzo de cada actividad se
presenta uno ya realizado para que el estudiante tenga una guia de como
resolver. Sin embargo, se presentan 7 problemas en los que los estudiantes
deben analizar y modelar la situacion dada y a partir de ello poder resolver con
los conocimientos adquiridos para finalmente desarrollar una respuesta a las

preguntas dadas.

Por otra parte, analizando el Texto del Estudiante edicién 2021 el contenido
de razones trigonométricas se trabaja en la Unidad 3, especificamente en la
leccion 9 donde se realiza una actividad introductoria a partir de material
concreto y aplicando contenidos trabajados previamente tales como teorema
de Pitdgoras y semejanza de triangulos. Para lo mencionado anteriormente se
realizan preguntas de analisis con el fin de obtener conclusiones para

comenzar con el contenido de razones trigonométricas.

Luego de presentar las razones mencionadas se realizan actividades de
aplicacion de contenidos y desarrollo de problemas, pero no solo se trabaja el
triangulo rectangulo, sino que también se trabaja el triangulo isosceles.
Finalizando, se realiza una evaluacion para concluir el tema y verificar el

aprendizaje de este contenido.

En cuanto a las actividades presentadas, para introducir se presentan
preguntas con respecto al conocimiento que se tiene sobre el contenido a
trabajar, en este caso seran de razones trigonométricas. Luego de esto se
ejercitan los conocimientos previos necesarios tales como semejanza de
triangulos, teorema de Pitagoras, razones y proporciones a partir de
actividades. Finalmente, al presentar y formalizar el contenido se presenta una

serie de ejercicios y problemas que se enfocan en representar, representar,
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argumentar y comunicar. En base a lo anterior, las actividades propuestas son
mayormente ejercicios y se aplican razones trigonométricas haciendo la
relacion con el criterio de semejanza trabajado anteriormente, se entregan
todos los datos para que los estudiantes solo realicen las operatorias basicas.
Ademas, se presentan 5 problemas de los cuales se requiere de modelar y
representar los enunciados entregados para asi realizar un analisis y que sea
el estudiante quien pueda identificar lo que se debe realizar para poder

resolver el problema.

1.3 Objetivos

Objetivo General:

Caracterizar las estrategias que desarrollan los estudiantes en problemas no
rutinarios en el transcurso del proceso de ensefianza-aprendizaje relacionado
al contenido de las razones trigopnométricas del seno, coseno y tangente en

triangulos rectangulos.
Objetivos especificos:

1. Disefiar una propuesta didactica que contenga problemas no rutinarios
en el proceso de ensefanza-aprendizaje de razones trigonométricas
del seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos.

Aplicar la secuencia didactica en el aula con los estudiantes.

3. Analizar las estrategias que utilizaron los estudiantes en los problemas
no rutinarios presentados en la secuencia didactica.

4. Evaluar el disefio didactico considerando la caracterizacion de las

estrategias presentadas por los estudiantes.
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CAPITULO Il

OBJETO MATEMATICO

Este capitulo, presenta el objeto matemético involucrado en la investigacion,
razones trigopnometricas del seno y coseno en triangulos rectangulos. Expone
una mirada epistemologica e historica, y luego por medio de demostraciones
matematicas se expone la transicion en la trigonometria hacia las razones del

Seno y coseno.

2.1 Elementos de la epistemologia del objeto matematico

La palabra trigopnometria epistemolégicamente del griego trigonon, triangulo, y
metria, medicidn, es la ciencia que estudia y plantea relaciones entre la medida
de los lados de un triAngulo rectangulo y un angulo agudo de este. Esta
investigacion se enfocaré en el estudio de las razones trigopnométricas de seno
coseno en el triangulo rectangulo, sin embargo, también se puede trabajar

desde un triangulo cualquiera.

La trigonometria surge de la necesidad del ser humano en estudiar la
astronomia y la observacion del cielo en Grecia, a través del circulo
trigonométrico donde diversas civilizaciones aportaron en el estudio de ella,
“un ejemplo de ello consistié en el medir la distancia entre la Tierra y la Luna,
el radio terrestre y su perimetro, entre otras medidas significativas” (Abonia,
2017, p. 46). Poco mas de un siglo de desarrollo inicial por Hiparco (antes del
segundo siglo D.C) se trabajé con mayor profundidad con el triangulo
rectangulo “pero esto no fue totalmente desarrollado hasta el exhaustivo
trabajo desarrollado por Al-Biruni en Las Sombras 1021” (Rueda, 2012, p.13)
trabajando con razones trigopnométricas y calculando alturas de montafias. Sin

embargo “la trigonometria con el triangulo rectangulo y la interpretacion de las
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funciones como proporciones de los lados de un triangulo rectangulo no tuvo
relevancia hasta mediados del siglo XVI” (Rueda, 2012, p.13). Considerando
los avances hasta ese entonces se comienza el estudio de la trigonometria a
partir de la circunferencia unitaria, las funciones trigonomeétricas y el célculo de

medidas angulares.

Posteriormente se trabaja en base a las funciones trigopnométricas las cuales
a través de razones trigonométricas se estudia el comportamiento que tienen
a partir de graficos, identidades trigonométricas, etc. A raiz de esto se realiza
un tratamiento del contenido en donde en el aula se ensefian las razones
trigonomeétricas que consiste en la relacion entre la medida de los lados de un

triangulo rectangulo.

Es importante destacar, que las razones trigonomeétricas no son una disciplina
de la matemética pura, sino que estas emergen tras transposiciones didacticas
para impartirse en el aula, ensefiando solo las formulas que permiten el célculo
de la medida de los angulos y relacionandolas solo con las razones que

pueden existir entre lados de un triangulo rectangulo.

2.2 Objeto o contenido matematico

Nuestro trabajo apunta a problemas no rutinarios en el ambito de la
trigonometria especificamente con las razones trigonométricas de seno y
coseno en el triangulo rectangulo, segun esto, es habitual encontrar
definiciones sobre el concepto de razones trigonométricas. Las definiciones
naturalmente se pueden encontrar en diversos textos como, por ejemplo, en

“Trigonometria y geometria analitica” de Masjuan (2013) que menciona:
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llustracion 2 extraida del texto “Trigonometria y geometria analitica” (Masjudn, 2013, p.14)

Considerando la figura anterior, se define:

CA

cosa = E
) BC
sina = E
BC

tana = a
CA

cota = ﬁ
AB

seca = a
AB

csca = ﬁ

Otro tratamiento de las razones trigonométricas se analiza desde el punto de
vista de funciones trigonométricas, donde se extiende el concepto de razones,
gue aborda solo angulos positivos, al de funcidn trigonométrica o funcién
circular, que sirve para angulos de cualquier medida algebraica (positivos,
negativos, agudos, obtusos, céncavos, etc.) (Masjuan, 2013, p. 60). Cabe
destacar que en este tratamiento se analizan aspectos de su gréfica, dominio,

recorrido y variaciones.
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Dentro del desarrollo de las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo
podemos identificar las relaciones con el teorema de Pitagoras, siendo
razones establecidas en la proporcionalidad, obteniendo de esta forma las
identidades fundamentales trigonométricas. Para esto, es importante
demostrar el teorema particular de Pitagoras, el cual se presenta a

continuacion:

Hipdtesis: Sea un triangulo rectangulo de catetos a y b, con hipotenusa c.

Tesis: a? 4+ b? = ¢?

A partir de una construccion geométrica con regla y compas se obtiene la

siguiente figura:

llustracion 3: Elaboracion propia.

Para poder obtener el area del cuadrado grande, se puede calcular mediante

la suma de las areas de las figuras que estan inscritas, es decir:

A[ABCD] = AAHAE + AAEBF + AAFCG + AAc;DH + A[EFGH] @Y
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Como ya se tienen las medidas de los lados, se calculan obteniendo lo
siguiente:

. a . a i a i

Apwar == N Apger=—5 N Aarcc == N Bagpu =75 AN Agrguy=c'cC
2 2 2 2

Por simetria y sustituyendo en (1)

. ab ab ab ab )
A[ABCD]=7+7+7+7+C (2)

Pero se sabe que:

A[ABCD] = (a + b)?

Por simetria y sustitucion en (2) se tiene:

(a+b)? = 4(—>+c2

a? + 2ab + b? = 2ab + c?
Resolviendo se obtiene:

a? + 2ab + b? = 2ab + ¢? /—2ab
a’+ 2ab + b%? — 2ab = 2ab + c* — 2ab

a® + b? = c?
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Por lo tanto, se demuestra que la suma de los cuadrados de la longitud de los
catetos (en este caso, a y b) es igual al cuadrado de la longitud de la

hipotenusa (que en este caso es c).
El teorema de Pitagoras ayuda a deducir lo que se conoce como identidades
fundamentales en el triangulo rectangulo, las cuales se pueden encontrar en
diversos textos, tales como en “Trigonometria y geometria analitica” de
Masjuan (2013), por mencionar algunas:

1) Relacién entre seno y coseno:

sen?(a) + cos?(a) = 1

Sabemos por Teorema de Pitdgoras que:

A

C,.j B

a

llustracion 4: Elaboracion propia

a? + b% = ¢?

Multiplicando por Cl—z en ambos lados de la igualdad queda:
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Por simetria:
a (@ A b @
C——sena C——cosa

Por transitividad y operatoria:
sen?(a) + cos?(a) =1

2) Relacion entre secante y tangente:
sec?(a) —tg?(a) =1

Sabemos por Teorema de Pitdgoras que:

A

CEI B

a

llustracion 5: Elaboracion propia

a? + b? = ¢?

Multiplicando por b—lz en ambos lados de la igualdad queda:

1
a2+b2=cz/ﬁ

a’? b? c?
A
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Por simetria:

2= tg(a) A 7 = sec(a)
L = tg(a , = sec(a

Por transitividad y operatoria:
tg?(a) + 1 = sec?(a)

Sumando —tg?(a) en ambos lados de la igualdad queda:

tg?(a) + 1 =sec?(a) / —tg?(a)
= 1 = sec?(a) — tg(a)

Por simetria:
sec?(a) —tg?(a) =1

3) Relacion entre cosecante y cotangente:

csc?(a) — cot?(a) = 1

Sabemos por Teorema de Pitagoras que:

A

CD B

a

llustracion 6: Elaboracion propia
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a? + b? = ¢?

Multiplicando por % en ambos lados de la igualdad queda:

1
a2+b2:c2/ﬁ

a’? b* c?

a2 a2 a?
a2 (b\* %
=G+ (a) =)
Por simetria:

b c
—=cot(a) A —= csc(a)
a a

Por transitividad y operatoria:

1 + cot?(a) = csc?(a)
Sumando — cot?(a) en ambos lados de la igualdad queda:

1 + cot?(a) = csc?(a) / — cot?(a)

= 1 = csc?(a) — cot?(a)
Por simetria:
csc?(a) — cot?(a) = 1

De igual forma, como se mencioné al inicio, hay otras identidades tales como:

1) Seno del angulo doble:
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2)

Por seno de la suma de angulos se tiene:
sen(a + B) = sen(a) - cos(B) + cos(a) - sen(B)
Sea sen(a + B) = sen(a + a)
Entonces:
sen(a + a) = sen(a) - cos(a) + cos(a) - sen(a)
= sen(2a) = 2 - sen(a) - cos(a)

Multiplicando —L_en ambos lados de la igualdad queda:

cos(a)

sen(2a)

cos(a) = 2-sen(a)

Multiplicando % en ambos lados de la igualdad queda:

sen(2a) 1 _, @ 1
cos(a) 2 SERLE 2
Desarrollando se obtiene:
sen(2a) @
2-cos(a) senia

Coseno del angulo doble:

Por coseno de la suma de angulos se tiene:
cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sen(a) - sen(B)

Sea cos(a + B) = cos(a + a)
Entonces:
cos(a + a) = cos(a) - cos(a) — sen(a) - sen(a)

= cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

Sumando sen?(a) en ambos lados en ambos lados de la igualdad y

desarrollando se obtiene:

cos(2a) + sen?(a) = cos?(a)
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Utilizando una aplicacion de la identidad trigonométrica fundamental y

sustituyendo se tiene:

cos(2a) + 1 — cos?(a) = cos?(a)

Desarrollando:

cos(2a) + 1 — cos?(a) = cos?(a)
= cos(2a) + 1 =2 - cos?(a)

cosQa) + 1
2

. /cos(Z;x) +1 — cos(@)

3) Tangente del angulo doble:

= cos?(a)

Se sabe que la suma de tangente de dos angulos es:

_ tan(a) + tan(B)
tan(a + B) = 1 — tan(a) tan(p)

Sea tan(a) y tan(a), calculando el &ngulo doble se tiene que:
tan(a) + tan(a)

tan(a + a) = 1 — tan(a) tan(a)
2tan(a)
= tan(2a) = 1— tanZ(a)

Entonces, se han demostrado diversas relaciones con el teorema de Pitagoras
y las razones trigopnométricas en triangulos rectangulos. Asi mismo, para otro
tipo de triangulos no rectangulos se establecen relaciones que utilizan razones

trigopnométricas en funcion de sus lados, como, por ejemplo:
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1) Teorema del seno:

Hipotesis: Sea un triangulo ABC no rectangulo.

Tesis: —=— = —_ = ¢
"sin(4)  sin(B)  sin(C)

Trazando la altura (h,) desde el vértice A, a partir de la construccion

geomeétrica y por razones trigopnomeétricas:

h
i) sin(B) = ?A = h, =c-sin(B)

s hy
ii) sin(C) = - = hy =b-sin(C)

Por simetria y transitividad en i) e ii) se tiene:
hy=c-sin(B) A hy=>b-sin(C)

= ¢ -sin(B) = b - sin(C)
Por operatoria se obtiene:

b <
sin(B) _ snc) W

Por otra parte, trazando la altura del vértice B (hg) se puede establecer

que:

h
iii) sin(4) = TB = hy = c-sin(4)

h
iv) sin(C) = FB = hg =a-sin(C)

Por simetria y transitividad en iii) y iv) se tiene:

hg =c-sin(A) A hg =a-sin(C)
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2)

¢ - sin(4) = a - sin(C)

Por operatoria se tiene:
Cc _ a
sin(C) ~ sin(A4)

(b)

Finalmente, por (a) y (b):

a b ¢
sin(4)  sin(B)  sin(C)

Teorema del coseno:

Hipotesis: Sea un triangulo ABC no rectangulo.
Tesis: a? =b%?+c¢?2—2-b-c-cos(4)
Sea un triangulo ABC cualquiera, se traza la altura desde el vértice B
((hg) formando asi dos triAngulos rectangulos, de esta forma, se puede
establecer que:
c?=x%+h%
Pero h% se puede expresar en funcion un cateto del triangulo
rectangulo, obteniendo asi:
c2=x%+ (a®? — (b — x)?)
& 2 =x%+a?— (b? — 2bx + x?)
& 2 =x%+a?—b?+ 2bx — x?
& c?=a%?—-b?+ 2bx

Despejando a? se tiene:

c?=a?—-b?+2bx [+b?
& 2+ b% =a? - b?+ 2bx + b?
& c?+b?=a%*+2bx [-2bx
& 2+ b%—2bx = a? + 2bx — 2bx

o 24+ b2 -2bx=a* (i)
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Pero por construccién geométrica se sabe que:
X
cos(4) = Z = cos(A)-c=x (ii)

Sustituyendo (i) en (ii) se obtiene:
c2+b?>—2-b-c-cos(Ad) = a?

Finalmente, por simetria se demuestra que:
a’? =b?>+c?>—2-b-c-cos(4)

A través del mismo procedimiento y trazando las alturas del vértice Ay

C, se obtiene lo siguiente:

b2 =a?+c?>—2-a-c-cos(B)
c?=a?+b?>—2-a-b-cos(C)
Cabe destacar que en demostracion anterior se obtiene asi el teorema

general de Pitagoras.

Para efectos de esta secuencia didactica se trabaja con las razones
trigopnométricas de seno, coseno y tangente en triAngulos rectangulos, a través
de problemas no rutinarios. Sin embargo, podrian emerger algunas de las
identidades, pero el objetivo de este capitulo es dar cuenta de la gama de
relaciones que tienen las razones trigonomeétricas tanto en el &mbito de las

funciones trigonométricas como con el teorema particular de Pitagoras.
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CAPITULO Il

MARCO DE REFERENCIA

Este capitulo, expone de forma teorica y practica el disefio didactico que se
implementara en la investigacion, disefio que tiene sus fundamentos en la
Teoria de Situaciones Didacticas de Guy Brousseau, ampliamente avalada por
docentes y futuros docentes para lograr los aprendizajes esperados y
significativos en los estudiantes.

3.1 Enfoque tedrico del disefio didactico

Guy Brousseau entre sus aportes propone un modelo desde el cual pensar la
ensefianza como un proceso centrado en la produccion de los conocimientos
matematicos en el ambito escolar. La produccion de conocimientos se
entiende, como un proceso que implica préacticas y actores diversos que se
concreta en una actividad que promueve y facilita, preferentemente de manera
sistematizada, el acceso a los conocimientos, el desarrollo de habilidades,
hébitos y actitudes. Es decir, producir conocimientos considera tanto
establecer nuevas relaciones, como transformar y reorganizar otras.
Cualquiera sea el caso, la produccion de conocimientos implica validarlos,
segun normas y procedimientos aceptados por los diferentes referentes de la
comunidad matemética. Luego, si consideramos una clase como un ambito de
produccion de conocimiento, considera ya posturas respecto del aprendizaje,
de la ensefianza del conocimiento matematico, los que deben ser validados
por quien es el referente de la comunidad matematica, es decir, el profesor.
Por lo tanto, quien ensefia valida la produccion del conocimiento en el aula y
esto puede ser incluso por medio del uso de un fenémeno didactico como el

del deslizamiento metacognitivo.
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Considerando lo anterior, nuestro enfoque sera el que plantea la teoria de
Brousseau, en el que intervienen el estudiante, profesor y el medio didactico,
lo que nos permitirA generar la diferencia con el enfoque tradicional
habitualmente utilizado en el segundo medio. El medio didactico, elemento
fundamental que interviene en nuestro proceso de ensefianza-aprendizaje, se
evidenciara en las relaciones entre una situacion a-didactica y didactica, que
se pondran en préctica. En cuanto a la situacion a-didactica, nuestro andlisis
apriori sera el medio para atenderla, pues un diagndéstico por medio de un
cuestionario o guia de trabajo que nos permita evaluar los conocimientos
previos de los estudiantes para iniciar la fase de realizacion de nuestro
proyecto sera la evidencia de la aplicacion de este elemento. Luego, nuestra
intervencion por medio del profesor proporcionara el medio didactico con el
cual los estudiantes construyen su conocimiento sobre razones

trigopnométricas en la ensefianza.

Estos medios didacticos, y el contrato didactico, el que Brousseau plantea
como el conjunto de comportamientos que el profesor espera del alumno y el
conjunto de comportamientos que el alumno espera del docente, nos
permitiran identificar los efectos que acontecen en medio de las aplicaciones
de situaciones didacticas, efectos que nuestro referente tedrico los identifica
como las interacciones que acontecen en la situacion didactica y que
interfieren, dificultan o inhiben la construccion del conocimiento que el
estudiante pone en practica en el medio didactico que el profesor elabora.
Algunos de estos son, el efecto Topaze, el efecto Jourdain, el uso abusivo de
la analogia y el deslizamiento metacognitivo, sobre este Ultimo estara puesto

nuestro énfasis de estudio.

El deslizamiento metacognitivo, refiere al hecho de que, en ciertas
circunstancias, el profesor puede realizar la ensefianza tomando las
explicaciones y medios heuristicos como objetos de estudio en lugar del
verdadero conocimiento matematico. Para Brousseau, el ejemplo mas

llamativo de este efecto deriva nuevamente de la reforma de las matematicas
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modernas: es el uso de graficos para ensefar las estructuras matematicas. La
teoria de conjuntos, al convertirse en medio de ensefianza, devino objeto de
ésta y se sobrecargd de convenciones y lenguajes que también fueron
ensefiados. Del mismo modo, creemos que este efecto se produce en el
ambito escolar de razones trigonométricas en la ensefianza, pues cuando una
planificacion de clases en ocasiones no logra transmitir el objeto matematico
pretendido, el profesor no tiene mas recursos o bien se ve obligado a volver a
tomar el contenido y explicarlo nuevamente, se recurre, por ejemplo, al uso de
reglas mnemotécnicas, pues la forma de la clase termina sustituyendo al
fondo. Lo que en muchas ocasiones es usado por el profesor de manera
implicita o inconsciente, pues el propdsito termina siendo que el estudiante
aprenda sin considerar si construye su conocimiento o si logra un aprendizaje

significativo.

3.2 Utilizacién del enfoque tedrico para el disefio didactico

En la Teoria de Situaciones Didacticas se presentan diversos tipos de
situaciones, dentro de ellas, las didacticas y las a-didacticas, dichas
situaciones seran las que se vincularan con el disefio didactico propuesto para
el proceso de ensefianza-aprendizaje de las razones trigonométricas del seno,

coseno y tangente en triangulos rectangulos.

Para contextualizar es necesario mencionar que en las situaciones didacticas
interviene el profesor, el estudiante y el medio didactico de tal forma que el
profesor es quien guia a construir y facilitar el conocimiento al estudiante, por
tanto, estas situaciones corresponden a las interrelaciones que se producen
entre estos elementos. Mientras que la situacion a-didactica “es el proceso en
el que el docente le plantea al estudiante un problema que asemeje
situaciones de la vida real que podra abordar a través de sus conocimientos
previos, y que le permitiran generar, ademas, hipétesis y conjeturas que
asemejan el trabajo que se realiza en una comunidad cientifica.” (Chavarria,
2006, p.2).
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En las situaciones a-didacticas, que se producen en el proceso de resolucion
de problemas propuestos por el docente, existen tres situaciones (accion,
formulacion y validacién). Barreiro (2012) sefala que la situacion de accién es
el momento en que el estudiante debe leer y comprender un problema, poner
Sus concepciones y conocimientos implicitos con el medio, explorar el
problema, utilizar conocimientos anteriores y reorganizarlos para emplearlo en
ello, la segunda situacion es la de formulacion que, segun el mismo autor, el
alumno elabora conjeturas en base a las acciones realizadas sobre el
problema y necesita comunicarlas. Esto le exige formular explicitamente las
ideas que derivan de la confrontacion entre los conocimientos implicitos y el
medio. Por ultimo, la tercera situacion es la de validacion que consiste en que
los alumnos se ven obligados a aportar argumentaciones con el valor de
pruebas, a confrontar con las de otros y finalmente a decidir en un proceso

social y cientifico.

En el disefio e implementacion de la secuencia didactica se incorporan en dos
oportunidades situaciones a-didacticas que son un aspecto clave de la Teoria
de Situaciones Didacticas. En la clase 2 se presenta un problema no rutinario
extraido de la tesis de Moraga (2021), mientras que en la clase 6 se
implementa uno de elaboracion propia, en ambos casos, estan modificados y
creados para que se trabajen los tres elementos de una situacién a-didactica.

Posterior a ello en las dos clases se institucionaliza el contenido.

En las dos instancias la forma de trabajo es similar, en un primer momento el
trabajo es de manera individual, se entrega el problema no rutinario, se lee y
se contextualiza con el fin de comenzar la activacién de conocimientos previos,
es aqui donde se incorpora la situacion de accion, ya que los estudiantes
deben explorar el problema y utilizar los conocimientos adquiridos para

resolverlo.

La segunda instancia de trabajo es en parejas, esto con el fin de incorporar la

situacion de formulacion. Para esto, los estudiantes deben comunicar de forma
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colaborativa sobre qué acciones o estrategias son viables para resolver el

problema y elaborar una posible solucion.

Posteriormente, en ambos casos se incorpora la situacion de validacién, en la
que las parejas presentan sus procedimientos y respuestas a los otros equipos
de trabajo, para ello los estudiantes deben utilizar argumentos matematicos y
pruebas concretas con el fin de defender su postura frente a la resolucion del
problema.

Finalmente, tanto en la clase N°2 como en la N°6, se cierran con la

institucionalizacion por parte de la profesora de los problemas.

De este modo es que la Teoria de Situaciones Didactica esta presente en la
secuencia de clases disefiada ya que, se presentan situaciones y elementos

claves que son fundamentales en esta teoria.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

Esta investigacion de caracter cualitativo se basé en las metodologias de la
Ingenieria Didactica y el Estudio de Clases con el fin de caracterizar las
estrategias que utilizaron los estudiantes para resolver los problemas no
rutinarios de razones trigopnométricas del seno, coseno y tangente en
triangulos rectangulos. La ingenieria didactica, segun Artigué, es una
investigacion basada en la experimentacion en clases que se ubica en el
estudio de casos y que su validacién se basa en la confrontacion del analisis
apriori y aposteriori. Del mismo modo, el estudio de clases como una de las
metodologias utilizadas, segun los autores Lim-Ratham, Lee, Jiang y
Sudarshan, tiene como propdésito principal ayudar a los docentes a ser
aprendices a lo largo de la vida a través del desarrollo y participacion en una
comunidad de aprendizaje profesional. En nuestro caso, con el fin de ayudar
a mejorar las practicas pedagogicas en el proceso de nuestra formacion inicial

docente.

4.1 Elementos de Ingenieria Didactica

Artigué (1995) describe la metodologia de la Ingenieria didactica por medio de
un proceso de investigacion experimental, delimitado en cuatro fases: “(...) la
fase 1 de andlisis preliminar, la fase 2 de concepcion y analisis apriori de las
situaciones didacticas de la ingenieria, la fase 3 de experimentacion y
finalmente la fase 4 de analisis aposteriori y evaluacion” (p. 38). Del mismo

modo, la autora caracteriza la Ingenieria Didactica como un esquema
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experimental basado en realizaciones didacticas, es decir, sobre la
concepcion, realizacidon, observacion y analisis de secuencias de ensefianza.
Alli se distinguen dos niveles: el de micro-ingenieria donde se toman en cuenta
principalmente la complejidad de los fenomenos del aula y el de la macro-
ingenieria que es la que permite componer la complejidad de las
investigaciones de micro-ingenieria con la de fenbmenos asociados a la

duracion de las relaciones entre ensefianza y aprendizaje.

Para efectos del presente trabajo, este se fundamenté en el nivel de
microingenieria debido a que los objetivos a que se apuntan son los
fendmenos que subyacen en el proceso de aprendizaje y ensefianza de la
trigonometria analizados desde una secuencia didactica, por ello se sustenta
bajo las diferentes fases de analisis de la metodologia de las que Artigue

(1995) hace referencia.

Teniendo en cuenta la metodologia enunciada anteriormente, se document6
en este proyecto una secuencia de clases que fue implementada en el 2%
medio A del Instituto Hermanos Matte, la que se basé en las 4 fases de la
ingenieria didactica, la primera fase de analisis preliminares, la segunda fase
de concepcion y analisis apriori de las situaciones didacticas, la tercera fase
de experimentacion y la cuarta fase el andlisis aposteriori y evaluacion. Cada

una de ellas caracterizadas a continuacion de la siguiente manera:

La primera fase, segun Artigue (1995) hace referencia a los analisis teoricos
que, en general, estan sobre el objeto matematico estudiado y que estan
relacionados con él. Aqui se identifican como los andlisis preliminares mas
frecuentes los siguientes, el andlisis preliminar fundamentado en el analisis
epistemoldgico del contenido, el analisis de la ensefianza tradicional del mismo
y sus efectos como el fendmeno didactico del deslizamiento metacognitivo,
ademas del analisis de las concepciones de los estudiantes. Para lo anterior,
en cuanto al analisis epistemoldgico y didactico, se revisaron textos y libros de
historia de las matematicas sobre razones trigopnométricas. Con relacion a las

concepciones de los estudiantes, se realiz6é un diagndstico, sin nota, por medio

50



de una guia y evaluacion que considerd diversos ejercicios con el fin de
identificar las concepciones y los conocimientos previos de los estudiantes

respecto al objeto de estudio.

La segunda fase, sobre la concepcion y el analisis apriori. En esta fase se
construy0 la secuencia didactica y se realizaron los respectivos analisis apriori
los que son conjuntos de hipétesis que los estudiantes tienen respecto al
objeto matematico. Lo que quiere decir que, “Si la teoria constructivista sienta
el principio de la participacion del estudiante en la construccion de sus
conocimientos a través de la interaccion de un medio determinado, la teoria
de las situaciones didacticas que sirve de referencia a la metodologia de la
ingenieria ha pretendido, desde su origen, constituirse en una teoria de control
de las relaciones entre el significado y las situaciones.” (Artigue 1998, p.44).
Por lo tanto, el objetivo fue por medio de la variable micro didactica -referidas
a las relaciones entre el conocimiento, el profesor y el alumno con una
situacién-problema concreto- determinar y controlar al estudiante en un nivel
descriptivo y predictivo, analizando lo qué podria ser su campo de accion,
seleccién y decision. Controlando que estos campos de comportamientos
posibles, en caso de que estos intervengan, sean el resultado de la puesta en
practica del conocimiento contemplado en el aprendizaje. Considerando
siempre dentro de estos campos, el fendmeno didactico del deslizamiento
metacognitivo en cuanto a errores y dificultades que presenta la ensefianza de

razones trigonométricas.

Lo anterior, se confrontd con el analisis aposteriori para la evaluacion. De
modo que, se elaboraron situaciones didacticas por medio de situaciones-
problema que nos permitié observar las distintas fases del aprendizaje como
lo son la accion, formulacion, validacion e institucionalizacion. Asi también, en
el analisis apriori desarrollado, el disefio de la situacién didactica de forma
previa a la clase explicitd supuestos referidos a los procesos de ensefianza
aprendizaje que se generaron en la situacion y los resultados que desea

producir los probables y los seguros.
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La tercera fase, es la fase de realizacion de la ingenieria en el segundo medio.
La que se inicia desde el momento en que se da el contacto entre el profesor
investigador y los estudiantes. Esta fase de experimentacion involucra la
explicitacion de los objetivos y condiciones de realizacion que fueron
acordadas con el profesor titular o guia, con el fin de lograr la mayor
participacion de los estudiantes. Pues dada la naturaleza de estos ultimos,
todo lo que esté relacionado con evaluaciones o experimentacion voluntaria,
no acceden a participar. Luego, con los estudiantes se establecié el contrato
didactico, para proseguir con la aplicaciéon del instrumento de nuestra
investigacion. Se finaliz6 esta fase con un registro de las observaciones
realizadas durante la implementacién y en las actividades desarrolladas por
los alumnos, detectando en las acciones cuando el deslizamiento
metacognitivo afecta en el razonamiento para la resolucion de un problema no
rutinario. Finalmente, todos los datos recolectados se analizaron para proceder

con la dltima fase que es el analisis aposteriori.

Cuarta y ultima fase, es la etapa en la que los datos recolectados a lo largo de
la implementacion, como las observaciones que se obtienen de las secuencias
de ensefianza y las producciones de los estudiantes se completan con otros
obtenidos de la aplicacion de metodologias previas como cuestionarios, guias,
informacion entregada por los estudiantes en clases, todos dentro de las
sesiones de ensefianza contempladas para la investigacion. Lo anterior con el
fin de responder a nuestra pregunta inicial sobre, las estrategias que utilizan
los estudiantes con problemas no rutinarios en contenidos que involucran
razones trigonométricas del seno, coseno y tangente en triangulos
rectangulos, por medio de la evaluaciéon de los resultados obtenidos y su
validacion confrontando de manera fundamentada el analisis apriori con él

aposteriori.

4.2 Metodologia de Estudio de Clase

El Estudio de Clase es un proceso mediante el cual los profesores se empeiian
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en mejorar progresivamente sus meétodos de ensefianza, a través de la
observacion y la critica mutua de sus clases, se define como “un proceso
mediante el cual los profesores trabajan en comdn para mejorar
progresivamente sus métodos pedagdgicos, examinandose y criticandose
mutuamente las técnicas de ensefianza.” (Mena, 2006, p.1). El proceso del
estudio de clase consiste en “la preparacion, la clase a investigar y las
sesiones de revision” (Isoda, Arcavi, Mena, 2008). De acuerdo con el informe
investigativo de Arturo Mena Lorca (2006) “El Estudio de Clases Japonés en
Perspectiva” el proceso de estudio de clases consta de tres aspectos bien
definidos, que se realizan con reiteracibn, de manera de mejorar

progresivamente los disefios y la ejecucion de clases.

La primera fase es Preparacion (kyozai kenkyu). Trabajando en colaboracion,
los profesores buscan y seleccionan materiales relevantes para el propésito
de la clase, refinan un primer disefio de acuerdo con las necesidades efectivas
de los alumnos, y retnen todo ello en un plan de clase. (Mena, 2006, p.2). En
esta etapa, se realiza un trabajo para transformar un proyecto del curriculo en
uno que se pueda implementar en el aula. Comenzé con la busqueda y
seleccion de los materiales relevantes para la clase, y continto con el
refinamiento de su disefio, segun las necesidades de los estudiantes. Esto se
reine en un plan de clase que puede ser visto como una herramienta de:
ensefianza, observacion y comunicaciéon. De ahi su versatilidad y los
resultados diversos que puede aportar en la reflexion de las préacticas. La
implementacion de la primera fase en nuestro proyecto consistio en trabajar
sobre un contenido del Programa de Estudio que se debe ensefar en 29
Medio. En conjunto se investigd sobre problemas no rutinarios y se disefié uno
de acuerdo con el nivel cognitivo de los estudiantes lo que se detalla mas

adelante en el plan de clases.

La segunda etapa (kenkyu jyugyo), es la implementacién de la clase en
estudio, que se lleva a cabo en presencia de una cantidad variable de

profesores, quienes observan el desarrollo de esta y realizan un registro de
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observaciones con aspectos positivos y de mejora (Mena, 2006, p.2). Esta
fase, se realizd en presencia del profesor guia, y debido a protocolos
administrativos y de seguridad del colegio, no pudo concurrir otro docente a
observar la clase, sin embargo, fue grabada para su respectivo analisis.

La tercera etapa del proceso (jyugyo kentoukai), es una sesion de revision con
los observadores. Comienza con un breve preambulo donde el profesor que
impartio la clase explica su propdsito sobre el plan de ensefianza, plan que
compartio previamente con los docentes del equipo, se trabajan los conceptos
y materiales pedagdgicos que fueron usados en la intervencion, como las
caracteristicas y/o estatus de los alumnos en cada etapa de la clase, asi
también los propésitos de cada problema y actividad (Mena, 2006, p.9).
Finalmente, los participantes expresan opiniones y dudas sobre situaciones
gue surgieron durante la implementacion, como en el contenido tratado, el rol
formativo del profesor implicado, y las expresiones en las actividades de
aprendizaje de los alumnos. De acuerdo con el estudio de clases realizado en
nuestro proyecto, se realizdé una sesion de revision del video en el que se
consideraron todos los elementos mencionados anteriormente, junto a un
proceso de reflexiones profesionales con el fin de ir mejorando y adecuando
cada clase al logro del aprendizaje de manera significativa en los estudiantes.

Es necesario mencionar Estudio de Clases es de un desarrollo ciclico, pues al
término de las tres fases y segun las conclusiones obtenidas del proceso de
reflexion y andlisis, se vuelve a implementar de la misma forma teniendo en
cuenta todas las observaciones de mejoras a realizar. De este modo las clases
estan constantemente mejorando en busca de un aprendizaje significativo
para los estudiantes. Por lo que, el proceso se puede resumir en identificacion
del problema, planificacion de la clase, implementacion, evaluacion de la clase
y revision de resultados, reconsideracion de la clase, implementaciéon de la
clase basada en reconsideraciones, evaluacién y revision, discusion de

resultados.
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CAPITULO V

SECUENCIA DE ENSENANZA APRENDIZAJE

En este capitulo expone la secuencia de clases que se disefié con el fin de
lograr el objetivo de aprendizaje que corresponde al OA 8, el que se encuentra
en el programa de estudio de segundo medio, y corresponde a lo siguiente,
OAB8: Mostrar que comprenden las razones trigopnométricas de seno, coseno 'y
tangente en triAngulos rectangulos. Para lo anterior, los estudiantes deben
tener algunos conocimientos previos, como lo son semejanza de triangulos,

teorema de Pitagoras, triangulos rectangulos.

La secuencia ensefianza aprendizaje esta basada en la teoria de situaciones
didacticas, con el fin de lograr que el estudiante sea el protagonista de su
aprendizaje y el profesor tenga un rol de guia. Para ello, este disefio de clases
contempla 6 sesiones, basadas en las metodologias de la Ingenieria Didactica
y el Estudio de Clases.

5.1 Descripcion de la secuencia de ensefianza y aprendizaje

La secuencia de ensefianza y aprendizaje se aplicé en el establecimiento
Instituto Hermanos Matte ubicado en la comuna de Santiago con direccion en
Nataniel Cox #2235 el cual es Particular Subvencionado contando con mas de
1.460 estudiantes, de caracter mixto y un indice de vulnerabilidad escolar del

70% (Junta Nacional de Auxilio Escolar y Becas, 2022).

La secuencia didactica esta basada en la Unidad 3 del Programa de Estudio
de 2do medio, especificamente en el Objetivo de Aprendizaje 8 que consiste

en:
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Mostrar que comprenden las razones trigonomeétricas de seno, coseno y

tangente en triangulos rectangulos:

- Relacionadndolas con las propiedades de la semejanza y los
angulos.

- Explicandolas de manera pictérica y simbolica, de manera
manual y/o con software educativo.

- Aplicandolas para determinar &ngulos o medidas de lados.

- Resolviendo problemas geométricos y de otras asignaturas.

Para esto, se desarrolla en 6 sesiones de las cuales 5 son de 90 minutos (2
horas pedagdgicas) y una de 45 minutos (1 hora pedagogica) donde la
metodologia de trabajo es en base al trabajo colaborativo, fomentando la
participacion de los estudiantes para la construccion del nuevo contenido. En
el comienzo del contenido se presenta un problema no rutinario que consta de
dos fases, la primera construccion y resignificacion de las razones
trigonométricas, y la segunda formalizar e institucionalizar el contenido. Para
lo anterior, se proponen actividades y guias de trabajos que presentan
ejercicios y problemas de la vida cotidiana, y asi aplicar las razones
trigonométricas de seno, coseno y tangente. Por ultimo, se finaliza el contenido
implementando un problema no rutinario con el fin de evaluar si se adquirio el

conocimiento del objeto matematico logrando un aprendizaje significativo.

Para el desarrollo de la secuencia didactica se proponen las siguientes

actividades utilizando la Teoria Antropolégica de la Didactica:

TAREA TECNICA | TECNOLOGIA TEORIA
Sesion | Calcular medidas de | Uso de regla Sistema de Demostracion
catetos e graduada. medicién del teorema de
hipotenusas en - decimal. Pitagoras.
P Midiendo con g
triangulos
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rectangulos.

Establecer relaciones
entre medidas de los
lados de triangulos

rectangulos.

Establecer
proporciones en
situaciones de la vida

cotidiana.

regla.

Comparando
medidas.

(Razon).

Comparar

medidas.

Teorema de
Pitagoras.

Semejanza de

triangulos.

Razones.

Sistema de
medicién

decimal.

Razonesy

proporciones.

Teorema de
Thales.

Funcién

medida.

Semejanza de
figuras

geomeétricas.

Razones en el
triangulo

rectangulo.

Funcién

medida.

Demostracion
de Teorema
de Thales.
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Sesion | Resolver problemas | Uso de Teorema de Demostracion
2 no rutinarios. calculadora. Pitagoras. del Teorema
de Pitagoras.
. . Relaciones.
Relacionar angulos Uso de Razones.
con su respectiva calculos que
razon trigonométrica | involucren o
S . Definicion
(seno, coseno y operaciones emejanza en
| tranaul formal de
tangente). elementales. | € tManguio
, razones
rectangulo.
trigonométrica
. s del senoy
Aplicar razones Comparar
. o . coseno.
trigonométricas del medidas
Seno y coseno en (razones).
triangulos .
Semejanza en
rectangulos. _
figuras
geométricas.
Sesion | Calcular razones Uso de Angulos Funcion
3 trigopnométricas transportador | complementa- | medida.
(seno, coseno y para rios.
tangente). comprobar
medidas Postulado de
angulares. sen (c\) = COS la medida del
Encontrar la medida (B) angulo.
de catetos e
hipotenusas. Razones
trigonométrica | Razones. Teorema de
las

Resolver problemas

s (seno,
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rutinarios. cosenoy Teorema de cofunciones.
tangente). Pitagoras.
Calcular angulos Demostracion
inscritos en Uso de Caracteristicas | del Teorema
triangulos calculadora. y propiedades | de Pitdgoras.
rectangulos. de triangulos.
rectangulos.
Operaciones Teorema de la
elementales. suma de
angulos
interiores.
Sesioén | Resolver un Uso de Razones Definicién
4 problema no rutinario | operaciones trigonométrica | formal de las
relacionado con elementales. s del seno, razones
razones cosenoy trigonométrica
trigonométricas. tangente. s involucradas.
Razones
trigonométrica
S.
Relacion entre
angulos y sus
razones.
Sesion | Explicar las razones | Uso de Angulos Definicion y
5 trigonométricas del operaciones complementa- | concepto de
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seno, coseno y
tangente en
triangulos
rectangulos por
medio de

procedimientos

propios y resultados.

Resolver y aplicar
razones

trigonométricas del

elementales.

Razones
trigonométrica
s (seno,
cosenoy

tangente).

Relacién entre

angulos y sus

rios.

sen (a) = cos

B)

Caracteristicas
y propiedades
de triAngulos

rectangulos.

las razones
trigonométrica
s del seno,
cosenoy
tangente en
triangulos

rectangulos.

seno, coseno y razones.

tangente en Razones

triangulos trigonométrica

rectangulos en Uso de s del seno,

problemas rutinarios calculadora. cosenoy

y ejercicios. tangente.
Sesion | Mostrar que Uso de Angulos Definicion y
6 comprenden las operaciones complementa- | concepto de

razones
trigonométricas del
seno, coseno y
tangente en
triangulos

rectangulos.

elementales.

Razones
trigonométrica
s (seno,
cosenoy

tangente).

rios.

sen (a) = cos

®)

Caracteristicas

y propiedades

las razones
trigonométrica
s del seno,
cosenoy
tangente en
triangulos

rectangulos.
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Aplicar razones
trigopnométricas para
determinar angulos o

medida de lados.

Resolver problemas
rutinarios, ejercicios
de razones
trigonométricas con
procedimientos de
soluciones propias y

resultados.

Relacion entre
angulos y sus

razones.

Uso de

calculadora.

de triangulos

rectangulos.

Razones
trigonométrica
s del seno,
cosenoy

tangente.

Métrica

Postulado de
la medida del

angulo.

Teorema de
las

cofunciones.

Demostracion
del Teorema

de Pitagoras.

Teorema de la
suma de
angulos

interiores.

5.2 Planes de clases

restantes son de dos horas pedagdgicas.

Los siguientes planes de clases corresponden a las 6 clases realizadas, de

las cuales una de ellas corresponde a una hora pedagoégica mientras que las
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PLAN DE CLASES

Eje Temético

Unidad o Tema

Unidad 3 Geometria: Razones

trigonométricas.

Sesién

Objetivo General de
la Unidad

OA 8

Mostrar que comprenden las razones trigonométricas

de seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos:

e Relacionandolas con las propiedades de la

semejanzay los angulos.

e ExplicAndolas de manera pictérica y simbdlica,

de manera manual y/o con software educativo.

e Aplicandolas

para determinar

medidas de lados.

angulos o

e Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

N° 1

Meta(s) u Objetivo

de Aprendizaje

Recordar semejanza de triangulos,

proporcionalidad.

razones y
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Habilidad a) Argumentar y comunicar
b) Representar
Actitud a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas de la

vida diaria, de la sociedad en general, o propios de otras asignaturas.

b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucién de problemas y la

busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.

c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a entender

sus argumentos en las soluciones de los problemas.

d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones mateméticas y

valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprensién de la realidad social.

Momentos de la
clase

Actividades de Intervencion Recursos de Tiempo Estimado

Aprendizajes Docente Aprendizaje

Inicio

Actividad 1: Se saluda a los | Material 20 minutos

. estudiantes y se | Audiovisual
¢, Qué es un
triangulo? realiza una | (PPT)

actividad de

¢Cudles son sus Plumones
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partes?, ¢Qué tipo | recordar Pizarra.
de triangulos | conocimientos
conocemos? ¢ Se | previos haciendo
pueden establecer | la siguiente
relaciones  entre | actividad 1.
dos triangulos?
Cabe  destacar
que estas
preguntas estan
orientadas a
recordar
contenidos tales
como  razones,
semejanza de
triangulos, etc.
Desarrollo Con material | Posterior a ello, [ Material 50 minutos
concreto se realiza | se realiza una | Audiovisual
la siguiente | actividad para asi | (PPT)

identificar,
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actividad:

-Calcula la medida
de la hipotenusa

de cada triangulo.

- ¢ Podrias
establecer que los
triangulos

construidos  son
semejantes?, ¢ por

que?

-Calcula el valor de
las siguientes
razones

planteadas.
- ¢Qué relacion
existe entre las

razones

anteriores?

-Si los lados del

triangulo ABC se

relacionar,
comparar y
establecer

conclusiones.

Se les da un
tiempo para que
los estudiantes
resuelvan y
finalmente se
revisa de manera
colaborativa de
modo que se
comparen

respuestas, se

trabaje tanto
desde las
respuestas

correctas como

incorrectas.

Material
concreto
(triangulos

impresos)

Plumones vy

pizarra.
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amplifican por 2,
¢qué sucede con
los angulos del
triangulo? ¢Y con
las razones entre

los lados de los

triangulos?
Cierre Problema: Finalmente se | Material 20 minutos
.Qué altura tiene presenta el | Audiovisual
é
problema en | (PPT)

un poste que
proyecta una
sombra de 16 m, al
mismo tiempo que
un observador de
1,80 m de estatura
proyecta una

sombrade 1,20 m?

donde se aplica el
planteamiento de
razones y
proporcionalidad.

Para el desarrollo
de este, se le pide
a un estudiante
gue loresuelvaen
la  pizarra y
posteriormente

explique el

Plumones vy

pizarra.
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clase

procedimiento

realizado.

Se finaliza Ila

despidiéndose de

los estudiantes.

PLAN DE CLASES

Eje Tematico

Unidad o Tema

Unidad 3 Geometria: Razones

trigonométricas.

Sesion

Objetivo General de la Unidad

OA 8

Mostrar que comprenden las razones trigpnométricas

de seno, coseno y tangente en triAngulos rectangulos:

e Relacionandolas con las propiedades de la

semejanzay los angulos.

e Explicandolas de manera pictérica y simbdlica,

de manera manual y/o con software educativo.

N° 2
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e Aplicandolas para determinar angulos o
medidas de lados.
e Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

Meta(s) u Objetivo de | Deducir razones trigonométricas a partir de un

Aprendizaje problema no rutinario.

Formalizar el contenido de razones trigonométricas.

Habilidad a) Argumentar y comunicar
b) Modelar

c) Representar

Actitud a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a
problemas de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de otras

asignaturas.

b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucion de

problemas y la busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.

c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion
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a entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.

d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones

matematicas y valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprension

de la realidad social.

Momentos de la clase

Actividades de

Intervencion

Recursos de

Tiempo Estimado

Aprendizajes Docente Aprendizaje
Inicio Problema: La docente | Material 20 min
, . saluda a los | Audiovisual
¢, Qué altura tiene
estudiantes y se | (PPT)
un poste que
recuerda el
proyecta una
roblema
sombra de 16 m, al P Pl
trabajado umones 'y

mismo tiempo que
un observador de
1,80 m de estatura
proyecta una

sombrade 1,20 m?

anteriormente 'y
se le solicita a un
estudiante que en
voz alta explique
Su razonamiento
y procedimientos

matematicos para

pizarra.

Preguntas

dirigidas.
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llegar a la

respuesta.

Luego de esto, la
docente repite el
procedimiento y
pregunta si hay
alguna duda con
respecto a lo
trabajado.

Desarrollo

Problema
rutinario:
Adjuntado

Anexo 1.

no

en

Para continuar la
clase, se presenta
un problema con
contexto de la
vida cotidiana a
partir de 5 partes
en las cuales en
cada uno se
entregaban

distintos datos

Material
Audiovisual
(PPT)

Plumoén

pizarra.

Preguntas

y

50 min
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para poder
calcular lo

solicitado.

Luego, teniendo
las nociones de
las razones
trigonométricas
de seno, cosenoy
tangente, se
formaliza e
institucionaliza el
contenido,
realizando un

ejemplo.

dirigidas.

Cierre

Se presenta el
siguiente triangulo
rectangulo y se les
solicita identificar

las razones

Por dltimo, se
realiza un ejemplo
con el objetivo de
reconocer las

razones

Material
Audiovisual
(PPT)

20 min
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trigonométricas de | trigonométricas Plumones vy
seno, coseno Y |deseno,cosenoy | pizarra.
tangente de [ tangente.
ambos angulos.
Preguntas
dirigidas.
PLAN DE CLASES
Eje Tematico Unidad o Tema Unidad 3 Geometria: Razones | Sesion
trigonométricas.
Objetivo General de la Unidad | OA 8 N° 3

Mostrar que comprenden las razones trigonométricas

de seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos:

e Relacionandolas con las propiedades de la
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semejanza y los angulos.

e ExplicAndolas de manera pictorica y simbdlica,
de manera manual y/o con software educativo.

e Aplicandolas para determinar angulos o
medidas de lados.

e Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

Meta(s) u Objetivo de | Resolver ejercicios que involucran razones

Aprendizaje trigonométricas de seno, coseno y tangente.

Identificar &ngulos de elevacion y depresion.

Habilidad a) Argumentar y comunicar
b) Representar

c) Resolver problemas

Actitud a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas

de la vida diaria, de la sociedad en general, 0 propios de otras asignaturas.

b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucion de

problemas y la busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.
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c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,

considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a

entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.

d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones

matematicas y valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprension de

la realidad social.

Momentos de la clase

Actividades de

Intervencion

Recursos de

Tiempo Estimado

Aprendizajes Docente Aprendizaje
Inicio Se recuerdan las | Para comenzar la | Material 15 min
razones clase, se | Audiovisual
trigonométricas de | recuerdan las | (PPT)
seno, coseno Y |razones
tangente, trigonométricas

presentando  un
triangulo

rectangulo con el
trio pitagorico 3, 4
y 5, donde se

solicita encontrar

de seno, cosenoy
tangente a partir
de un ejemplo
dado, es decir, se
presenta un

triangulo

Plumones vy

pizarra.
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el seno, coseno y
tangente de cada

angulo.

rectangulo y ellos
resuelven a partir
del planteamiento
de dichas

razones.

Desarrollo

1- Considerando el
triangulo
rectangulo, calcule
las siguientes
razones

trigonomeétricas:

B>

bcm

2- Calcule la

medida del lado “x”

Para esto, se van
proyectando
diversos
ejercicios que se
resuelven de
manera

colaborativa.

También destacar
que se les da una
breve

introduccién  del

calculo de las

Material
Audiovisual
(PPT)

Plumones vy

pizarra.

30 min
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y el area del

siguiente triangulo:

cosla) = 0,6

3- Una escalera
forma esta
apoyada sobre la
parte mas alta de
un muro, de
manera tal que
forma con el plano
horizontal un
angulo de 28°. Si
se sabe que la
escalera tiene una
longitud de 5

metros.

A qué distancia

se encuentra el pie

razones
trigopnométricas

para obtener la
medida de un
lado o angulo y

por dltimo, se

definen los
angulos de
depresion y
elevacion.
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de la escalera del
pie de la pared?
(asuma que la
pared es
perpendicular a la

horizontal del piso)

¢, Cual es la altura

de la pared?

Cierre

Se presenta un
triangulo

rectangulo con un
contexto dado
para formar el
angulo de
elevacion y

depresion para

Finalmente se
plantea una
actividad la cual
se desarrolla de
manera

colaborativa en la

pizarra.

Material
Audiovisual
(PPT)

Plumones vy

pizarra.

15 min
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finalmente
expresar las
razones
trigonométricas de

seno, coseno Yy

tangente.
PLAN DE CLASES
Eje Tematico Unidad o Tema Unidad 3 Geometria: Razones | Sesion
trigopnométricas.
Objetivo General de la Unidad | OA 8 N° 4

Mostrar que comprenden las razones trigonométricas

de seno, coseno y tangente en tridngulos rectangulos:

e Relacionandolas con las propiedades de la
semejanza y los angulos.

e Explicandolas de manera pictérica y simbdlica,
de manera manual y/o con software educativo.

e Aplicandolas para determinar angulos o

78




medidas de lados.
¢ Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

Meta(s) u
Aprendizaje

Objetivo

de

Resolver problemas rutinarios que involucran razones

trigonomeétricas.

Habilidad a) Argumentar y comunicar
b) Representar
c) Resolver problemas
Actitud a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas

de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de otras asignaturas.

b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucion de

problemas y la busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.

c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposiciéon a

entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.

d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones
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matematicas y valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprension de

la realidad social.

Momentos de la clase

Actividades de

Intervencion

Recursos de

Tiempo Estimado

Aprendizajes Docente Aprendizaje
Inicio Actividad en donde | La docente | Material 15 min
se recuerda el|saluda a los|visual (PPT).
angulo de | estudiantes y
elevacion y | recuerdan lo
depresion. trabajado en la | Pizarra y
clase anterior. plumones.

Se realizan
preguntas
generales y

dirigidas para un
trabajo

colaborativo.
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Desarrollo

Guia de trabajo 1
en Anexo 2.

Se proyectan los
problemas de la
vida cotidiana
que requieren
representar la
situacion por
medio de un
dibujo o]
expresion

matematica.

El primero se
resuelve en la
pizarra y
explicando los
procedimientos
realizados,
mientras que los

siguientes se

Material
visual (PPT).

Pizarra y

plumones.

Cuadernos y

lapices.

20 min.
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trabajan en forma
colaborativa en

grupos.

Cierre

Problema:

Alejandro esta
recostado en una
plaza y observa
desde el piso un
edificio de 110 m
de alto. Si el
edificio esta a una
distancia de 110
m, ¢cual es el
angulo de
elevacion con el
gque Alejandro lo

observa?

Considerando un
problema de la
guia de trabajo se
le solicita a un
estudiante  que
explique el
procedimiento

realizado y se
formaliza en la

pizarra.

Finalmente se
despide del

Curso.

Pizarra

plumones.

y

15 min.
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PLAN DE CLASES

Eje Temético

Unidad o Tema Unidad 3 Geometria: Razones

trigonométricas.

Sesion

Objetivo General de la Unidad

OA 8

Mostrar que comprenden las razones trigonométricas

de seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos:

e Relacionandolas con las propiedades de la
semejanzay los angulos.

e ExplicAndolas de manera pictorica y simbdlica,
de manera manual y/o con software educativo.

e Aplicandolas para determinar angulos o
medidas de lados.

e Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

N° 5

Meta(s) u

Aprendizaje

Objetivo

de

Resolver problemas de la vida cotidiana y ejercicios

gue involucren las razones trigonométricas.
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Habilidades

a) Argumentar y comunicar
b) Representar

c) Resolver problemas

Actitud

a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas
de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de otras asignaturas.

b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucion de

problemas y la busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.

c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a

entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.

d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones
matematicas y valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprension de

la realidad social.

Momentos de la clase Actividades de Intervencion Recursos de Tiempo Estimado
Aprendizajes Docente Aprendizaje
Inicio Se recuerda lo|Se saluda a los | Material 10 min.
trabajado en la | estudiantes. visual (PPT).
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clase anterior a
partir de una lluvia

de ideas.

Luego, se

presenta la guia

de ejercicios
subida en
Classroom les

sube a Classroom
una guia de
ejercitacion sobre
los contenidos
gue han trabajado
durante las clases
previas y les pide
que prendan su
Chromebook para
que trabajen con
la guia digital, les
recuerda que una
vez que finalicen
deberan subir sus
respuestas a

Classroom.

Chromebook
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Desarrollo

Se presenta una
guia de
ejercitacion (anexo
3)

Se monitorea el
avance de los
estudiantes y
resuelve de
manera personal
las dudas que
puedan tener, si
la duda persiste
en varios
estudiantes,

debera proyectar
dicho problema
en la pizarra y
explicar al grupo
curso de manera

general.

Chromebook

30 min.

Cierre

Se representan los
problemas

presentados en la
guia por medio de

dibujos en la

Finalmente, se
desarrollan

colaborativament
e a partir de las

ideas de los

Material
visual (PPT).

Chromebook

5 min
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pizarra.

estudiantes
explicando asi los

procedimientos.

Finalmente les
recuerda que
deben subir sus
respuestas a
Classroom y se

despide del curso.

Pizarra

plumones.

y

PLAN DE CLASES

Eje Temético

Unidad o Tema

Unidad 3 Geometria: Razones

trigonométricas.

Sesién

Objetivo  General
Unidad

de

la

OA 8

Mostrar que comprenden las razones trigonometricas

de seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos:

N° 6
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e Relaciondndolas con las propiedades de la
semejanza y los angulos.

e ExplicAndolas de manera pictérica y simbdlica,
de manera manual y/o con software educativo.

e Aplicandolas para determinar angulos o
medidas de lados.

e Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

Meta(s) u
Aprendizaje

Objetivo

de

Resolver un problema no rutinario utilizando

conocimientos previos.

Habilidad a) Argumentar y comunicar
b) Representar
Actitud a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas

de la vida diaria, de la sociedad en general, o propios de otras asignaturas.

b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucion de

problemas y la busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.

c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
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considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a

entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.

d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones

matematicas y valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprension de

la realidad social.

Momentos de la clase

Actividades de

Aprendizajes

Intervencion

Docente

Recursos de

Aprendizaje

Tiempo Estimado

Inicio

Se menciona
sobre la aplicacién
del

rutinario.

problema no

Instrucciones:

1- En los primeros

20 minutos
deberan trabajar
de manera

individual en el

problema

Se saluda a los
estudiantes, para
luego entregarles
de manera
impresa un
problema no
rutinario,

explicandoles las

instrucciones.

Posteriormente

se lee en conjunto

Problema no
rutinario

impreso.

Material
visual (PPT).

15 min
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entregado.

En los préximos 35
minutos deberan
comparar su
respuesta con la
de su compafiero

de puesto y

analizar las
estrategias de
cada uno.

Para finalizar 2
estudiantes al azar
deberan compartir
su procedimiento
con sus

compaineros.

Esta permitido el
uso de

calculadora.

el enunciado del
problema
preguntando  si
les quedd alguna
duda.
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Desarrollo

Situacion

problema:

Estas en un
campamento y
debes levantar un
poste de forma
perpendicular  al
suelo para izar las
banderas de tu
alianza. Para ello
tienes un poste de
5 metros, una
cuerda larga que
podras anclar por
medio de una
estaca a nivel del
suelo, lo que te
permitird dar la
tension al poste
por medio de un

angulo de

Se monitorea que
los estudiantes
estén trabajando
acorde a |lo
establecido

previamente, se
limita a responder
preguntas

relacionadas con
el desarrollo del

problema.

Una vez que los
estudiantes

hayan trabajado
de manera
individual en una
primera instancia
y en parejas en
una segunda

instancia del

Problema no
rutinario
impreso,
cuaderno 'y

lapices.

50 min

91




elevacion. Para
realizar el trabajo
cuentas con las
herramientas
necesarias como
escuadra,
calculadora, palas,
estacas, martillo,
etc. Responde a

continuacion:

a) ¢ Qué estrategia
utilizarias para
levantar el poste
con la cuerda y
determinar la
medida de Ia
cuerda, usando la
estaca y un angulo
de elevacion?

Explica y justifica

problema, se
indica que se
procedera al
cierre de la clase.
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matematicamente.

b) Si desconoces
la medida del
poste que debes
levantar de forma
perpendicular  al
piso, pero sabes
gue entre la estaca
gue esta a nivel del
suelo y la base del
poste hay 7 metros
de distancia y el
angulo de
elevacion desde la
estaca a la parte
superior del poste
es de 60°,
¢ Puedes

determinar la
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medida del poste?

Justifica tu
respuesta por
medio de un
procedimiento

matematico.

Cierre

Se presentan las
estrategias de
resolucion de los
estudiantes en la
pizarra explicando
sus

procedimientos.

Se les indica a
tres estudiantes
que expliquen sus
procedimientos

que utilizaron
para dar solucion
al problema no
rutinario. Una vez
gue se validan, se
retoma el
problema y se
presentan dos
formas de

realizarlos y

Pizarra

plumones.

y

15 min
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finaliza la clase
despidiéndose de

los estudiantes.
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5.3 Guias de trabajo

Para el desarrollo de la secuencia didactica, se presentan guias de trabajo que
consisten en actividades (problemas y ejercicios) que involucren los

contenidos trabajados en clases, para esto, se adjuntan a continuacion:

Guia 1: Problemas que involucren razones trigonométricas?.

Guia 1: Razones trigonométricas

Objetivo: Desarrollar y representar problemas de la vida cotidiana utilizando

razones trigopnométricas de seno, coseno y tangente.

1. Gabriel, de 1,62 m de altura, se encuentra a 5 m de la base de un edificio

y observa el punto mas alto de este con un angulo de elevacion de 30°.
a) Determine aproximadamente la altura del edificio.

b) Si Gabriel se aleja 2 metros de la base del edificio, ¢ En cuanto varia el

angulo de elevacion para el mismo punto?

2. En la imagen se muestra el modelo de una casa. El angulo a de la
pendiente del techo se mide en relacién con la horizontal. Si el ancho de la
casa es de b = 12m su largo ¢ mide 20 m y el angulo que forma el techo con
la horizontal es a = 20°. ¢ Cual es la altura h que tiene la punta del techo

sobre el segundo piso?

3. Para cada uno de los siguientes problemas, trace un bosquejo que les

! Extraido de material de apoyo docente de Red SIP (2022).
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permita representar cada situacion:

a) La longitud del hilo que sujeta un volantin es de 18 m y el angulo que

forma este respecto al suelo es de 30°. ¢ A qué altura esté el volantin?

b) Violeta sube un resfalin que tiene una inclinacion de 30° y 3 m de longitud.

¢, Cual es la mayor altura que Violeta puede alcanzar?

¢) Un edificio tiene una altura de 72 m. Cuando el sol tiene un angulo de

elevacion de 30°, ¢ qué medida tiene la sombra que proyecta el edificio?

d) Un avién se encuentra a 2100 m de altura cuando comienza su descenso
para aterrizar. ¢ A qué distancia se encuentra de la pista, si para bajar aplica

un angulo de depresion de 20°?

e) Alejandro esta recostado en una plaza y observa desde el piso un edificio
de 110 m de alto. Si el edificio esta a una distancia de 110 3 m. ¢ Cual es el

angulo de elevacion con el que Alejandro lo observa?

Guia 2: Problema no rutinario que involucra razones trigonométricas?.

Finalizando el contenido

Objetivo: Resolver problema no rutinario utilizando conocimientos

adquiridos.

Estas en un campamento y debes levantar un poste de forma perpendicular
al suelo para izar las banderas de tu alianza. Para ello tienes un poste de 5

metros, una cuerda larga que podras anclar por medio de una estaca a nivel

2 Elaboracion propia del problema no rutinario (2022).
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del suelo, lo que te permitira dar la tension al poste por medio de un angulo
de elevacion. Para realizar el trabajo cuentas con las herramientas
necesarias como escuadra, calculadora, palas, estacas, martillo, etc.

Responde a continuacion:

a) ¢Qué estrategia utilizarias para levantar el poste con la cuerda y
determinar la medida de la cuerda, usando la estaca y un &ngulo de

elevacion? Explica y justifica matematicamente.

b) Si desconoces la medida del poste que debes levantar de forma
perpendicular al piso, pero sabes que entre la estaca que estd a nivel del
suelo y la base del poste hay 7 metros de distancia y el angulo de elevacion
desde la estaca a la parte superior del poste es de 60°, ¢ Puedes determinar
la medida del poste? Justifica tu respuesta por medio de un procedimiento

matematico.

5.4 Andlisis apriori de situaciones de aprendizajes claves

A continuacion, se presenta un problema no rutinario con su respectivo analisis
apriori, con la finalidad de describir y predecir las posibles estrategias que
pueden utilizar los estudiantes frente a dicha situacion, Chamorro (2006)
menciona que un analisis apriori “consiste en dar respuestas a ciertas
preguntas, que buscan garantizar que la situacion ha sido bien construida por
tanto puede funcionar” (p.66). Realizar un analisis apriori ayuda a anteponerse
a situaciones que pueden ocurrir en la implementacion de una clase en el aula,
por lo que nos prepara para saber como actuar frente a los distintos asuntos

gue pueden suceder durante la implementacion.

5.4.1 Problema rutinario de introduccién al contenido nuevo
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Si los lados del triangulo rectangulo ABC se amplifican por 2
a) ¢, Qué sucede con los angulos del triangulo?

b) ¢Y con las razones entre los lados de los triangulos?

5.4.1.1 Analisis apriori

1. ¢ Cuél es la respuesta a la situacion? Escriba su procedimiento y explique.

Sea AABC rectangulo en C

3cm

c &o A

4cm

llustracion 7: Elaboracion propia

Para calcular la hipotenusa, por teorema de Pitagoras:
3% + 42 = x*
9+ 16 = x?
25 =x2 |V
VE5 = |7
5=x

Por lo tanto, las medidas del triangulo son:
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ConAB=5cm,BC=3cmyAC =4cm

Si se amplifica por 2 los respectivos segmentos, se tiene:

AC =4-2=8cm

Por criterio de semejanza LLL, ambos triangulos seran semejantes.

Por otra parte, estableciendo las razones se tiene:

AB _BC AC
AB BC AC

La razon entre el AABC y AA'B’C” es 2. En cuanto a los angulos, al amplificarlos

los &ngulos serian congruentes.
2. ¢ Cudles son los conocimientos en juego?

Los conocimientos en juego en este problema son: semejanza de triangulos,
teorema de Pitagoras, razones, proporciones y operaciones elementales.

3. ¢Cudles son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para

resolver la situacion?

Los conocimientos adquiridos que requiere el alumno son la semejanza de

triangulos, teorema de Pitagoras, razones y proporciones.

4. ¢ Cuales serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para resolver

la situacion?

Algunas de las estrategias que pueden utilizar los estudiantes son:
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o Estrategia 1: Caso especifico con el triangulo rectangulo ABC dado.

Se encuentra el lado x (hipotenusa del triangulo), a través del teorema de

Pitagoras, esto es:
x=5

De esta forma, al amplificar los lados del triangulo se obtiene:

\‘
~

A'B" = 2¢
B'C' = 2a
A'C =2b

Por criterio de semejanza de triAngulos LLL, los angulos son congruentes

y estan en razon 2:1.
e Estrategia 2: Caso general con un triangulo rectangulo.

Sea AABC, se tiene:

AB =c
BC=a
AC=b
Amplificando sus lados por 2:
AB =2-c=2c
BC =2-a=2a

\‘
N

e
a
Il
N
S
Il
)
S3

Por criterio de semejanza LLL, los angulos respectivos seran congruentes.
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5. ¢ Cudles son las posibles dificultades?

Las principales dificultades que pueden tener los estudiantes en el desarrollo

del problema propuesto son:

- No interpretar correctamente el enunciado.

- No identificar los datos.

- No saber criterios de semejanza.

- No identificar los lados correspondientes de los triangulos para calcular

las respectivas razones.
6. ¢ Cudles serian los posibles errores de los/as alumnos/as al resolver?

Los errores aritméticos son considerados los mas comunes en el desarrollo de
actividades matematicas, estos se producen cuando se realizan célculos

incorrectos en instancias en las que se ocupan las operaciones elementales.

En este problema, los posibles errores que pueden cometer los estudiantes

ademas de los comunes errores aritméticos son:

- Errores al calcular las razones.

- Plantear erroneamente las proporciones.

5.4.2 Problema no rutinario implementado

Estas en un campamento y debes levantar un poste de forma perpendicular
al suelo para izar las banderas de tu alianza. Para ello tienes un poste de 5
metros, una cuerda larga que podras anclar por medio de una estaca a nivel
del suelo, lo que te permitira dar la tension al poste por medio de un angulo
de elevacion. Para realizar el trabajo cuentas con las herramientas
necesarias como escuadra, calculadora, palas, estacas, martillo, etc.

Responde a continuacion:
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a) ¢Qué estrategia utilizarias para levantar el poste con la cuerda y
determinar la medida de la cuerda, usando la estaca y un angulo de

elevacion? Explica y justifica mateméticamente.

b) Si desconoces la medida del poste que debes levantar de forma
perpendicular al piso, pero sabes que entre la estaca que esta a nivel del
suelo y la base del poste hay 7 metros de distancia y el angulo de elevacion
desde la estaca a la parte superior del poste es de 60°, ¢ Puedes determinar
la medida del poste? Justifica tu respuesta por medio de un procedimiento

matematico.

5.4.2.1 Analisis apriori

1. ¢ Cudl es la respuesta a la situacién? Escriba su procedimiento y explique.

La respuesta experta que se espera que los estudiantes expongan ante el

problema propuesto es:

a)

om

[ b

B c

lustracion 8: Elaboracion propia

Se alza el poste (lado AB del triangulo rectangulo, cateto opuesto al angulo)
de forma perpendicular al piso y desde su extremo superior se amarra la
cuerda (lado AC del tridngulo rectangulo, hipotenusa) que sera extendida y
atada a la estaca que esta de forma paralela al poste a una determinada

distancia y se encuentra enterrada en el piso. La estaca sera el punto desde
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donde se produce el angulo de elevacion (angulo BCA, 2x) con el extremo

superior del poste.

Luego, por la razén trigopnométrica del seno:

. m(A4B)

sin(a) = m(a0)
5

sin(a) = a0

Desarrollando se tiene:

m(AC) -sin(a) =5

Por lo tanto, la medida de la cuerda que corresponde a la hipotenusa queda

5

expresada por m(AC) = v

b) Modelando la situacion, se tiene que:

A

D 60

lustracion 9: Elaboracion propia

Si, se puede determinar la medida del poste. Para ello se utiliza la razén
coseno con la que se obtiene la hipotenusa y posteriormente con la razén seno

se obtiene la medida de AB que corresponde a la medida del poste.
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La medida del poste a la estaca es 7 m, esto es m(BC) = 7 metros que
corresponde al cateto adyacente al angulo de elevacién. Ademas, m(AC) es
la cuerda que corresponde a la hipotenusa, finalmente m(AB) seria el poste

gue corresponde al cateto opuesto. En la razon trigonométrica del coseno:

Como se sabe que el angulo de elevacion es de 60°, sustituyendo se tiene:

7
m(AC)

cos 60 =

m(AC) - cos 60 = 7

m(AC) = cos 60
(4C) = -
M) =05
m(AC) = 14

Entonces, AC mide 14 metros, que corresponde a la hipotenusa del triangulo.

Luego, por medio de la razén seno:

. _ m(4B)
sin(a) = m(A0)
sin 60 = m(liB)

14 - sin 60 = m(AB)
7v/3 = m(4B)

Por lo tanto, la medida de 4B, que corresponde a la altura del poste es 7v3m.

105



2. ¢ Cudles son los conocimientos en juego?

Los conocimientos en juego en este problema son el teorema de Pitagoras, la
semejanza y relaciones del triangulo rectangulo, las razones trigopnométricas

del seno, coseno y tangente y la métrica.

3. ¢Cuéles son los conocimientos adquiridos que necesita el alumno para

resolver la situacion?

Los conocimientos adquiridos que requiere el alumno son las razones
trigonométricas del seno, coseno y tangente, el teorema de Pitdgoras, las
razones y semejanzas de triangulos, las operaciones elementales tales como
la adicion, sustraccion, multiplicacion y division, el calculo de razones y la

métrica.

4. ¢ Cudles serian las posibles estrategias de los/as alumnos/as para resolver

la situacion?
Algunas de las estrategias que pueden utilizar los estudiantes son:

e Estrategia 1: Resolver por medio de razones trigonométricas del seno,
coseno Y tangente en triangulos rectangulos.

Teniendo un angulo de elevacion y un cateto adyacente se tiene:

5

sin(a) = m

e Estrategia 2: Utilizar el teorema de Pitdgoras para obtener la medida de
los lados dejando solo expresado o asignando una medida para obtener
lo solicitado.

Por teorema de Pitdgoras se tiene que, para obtener la medida de la cuerda,

en este caso, la hipotenusa del triAngulo queda expresada como:

52 + (4B)* = (AC)* /v

106



+ /52+(E)2= AC

Como se esta buscando la longitud de un lado, se utiliza la solucién positiva

de la ecuacion, por lo tanto, la medida de la cuerda es /52 + (AB)>2.

e Estrategia 3: Suponer o0 asignar una medida para la hipotenusa AC o
para uno de los lados y determinar la razén del seno o del coseno segun

corresponda.

Como se sabe que la altura del poste es 5 metros, relacionandolo con el trio
pitagdrico 5, 12, 13, se plantean las siguientes razones trigpnométricas que

utilizan la hipotenusa para su calculo:

m(AB) cos(a) = i

sen(a) = 13 13

Cabe destacar que este es un caso especifico. Por lo tanto, la medida de la

cuerda debe ser de 13 metros.

e Estrategia 4: Suponer una medida del angulo de elevacion y determinar

la razén trigopnométrica que corresponde.

Suponiendo la medida de un angulo de elevacion, por ejemplo 45°, para
obtener la medida de la hipotenusa, se calcula el seno de 45° obteniendo lo

siguiente:

Desarrollando, se tiene:
sin45-m(4C) =5

_ 5
m(AC) = sin 45
_ 5
m(AC) = —
(AC) 7

2
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m(4AC) = 5v2

Por lo tanto, la medida de la cuerda es de 5v/2 metros.
No olvidar que esto es para la medida de un angulo de elevacion especifico.

o Estrategia 5: Interpretar el enunciado mediante la representacion de un
triangulo isésceles para obtener sus medidas utilizando los criterios de

la semejanza de triangulos.

A partir de dos cuerdas de igual medida que levanten el poste y teniendo un
angulo de elevacién, por criterio de semejanza LAL, los triangulos son
semejantes, por lo tanto, como ya se sabe la medida del poste (5 m), para

obtener el angulo de elevacién se tiene a partir de la siguiente expresion:

5

sin(a) = m

5. ¢ Cudles son las posibles dificultades?

Las principales dificultades que pueden tener los estudiantes en el desarrollo

del problema propuesto son:

- No lograr representar pictéricamente lo solicitado.

- Interpretar incorrectamente el enunciado, representando el angulo y las
medidas de forma errénea en el triangulo rectdngulo que deben formar.

- No identificar o no saber ingresar los datos en la calculadora para

obtener las razones trigonométricas del seno y coseno.
6. ¢ Cudles serian los posibles errores de los/as alumnos/as al resolver?

Los errores aritméticos son considerados los mas comunes en el desarrollo de
actividades matematicas, estos se producen cuando se realizan calculos

incorrectos en instancias en las que se ocupan las operaciones elementales.
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En este problema, los posibles errores que pueden cometer los estudiantes

ademas de los comunes errores aritméticos son:

- Calcular inadecuadamente razones.

- Despejar las variables de las razones trigonométricas de forma
incorrecta, esto puede producir determinar de forma erronea los catetos
de la razon del seno o la del coseno.

- Obtener la longitud de la hipotenusa y no buscar la medida del cateto
solicitado.

- No identificar correctamente las medidas entregadas en el problema en

el respectivo triangulo rectangulo que deben formar.
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CAPITULO VI

ESTUDIO DE CLASES

El presente capitulo tiene como propésito describir la implementacion del
estudio de clases y su aporte en el desarrollo de la formacion inicial del
profesional docente en el contexto de la implementacion del contenido de
razones trigonométricas del seno, coseno y tangente en triangulos
rectangulos. Se realiz6 una secuencia de clases en las que su disefio propone
la planificacion de una clase fundamentada en la metodologia del estudio de
clases, segun Lendinez (2020) citando Watanabe, Takahashi y Yoshida
(2008), Doig y Groves (2011), Murata (2011), Shimizu (2014) y Fujii (2015),
quienes la describen como un instrumento que permite a los docentes
desarrollar su practica y conocimiento profesional a través del disefio
colaborativo y cuidadoso de una clase, de su implementacién y observaciéon

directa en el aula, y de un analisis en conjunto posterior.

A continuacion, se describe la planificacion en detalle de la clase disefiada con
la metodologia enunciada, la clase de experimentacién y su desarrollo, la
discusion y los aspectos més relevantes detectados en la implementacion y la
reflexion pedagogica realizada por los pares al final de la intervencion.

6.1 Descripcion de la clase disefiada

La clase basada en la metodologia de estudio de clases fue la que
corresponde a la sesion seis de la secuencia didactica y tiene por objetivo de
aprendizaje resolver un problema no rutinario utilizando conocimientos
previos. Sobre esto Ultimo, se considera parte de los conocimientos previos de
los estudiantes el contenido de razones trigonométricas de seno, coseno y

tangete en triangulos rectangulos, pues se formalizé su ensefianza en la

110



sesion 3 del disefio de nuestra secuencia de clases. Es importante mencionar
también, que la implementacion de la sesién mencionada se fundamento en el
enfoque teorico de la teoria de situaciones didacticas de Guy Brousseau

basada en los momentos de accion, formulacion y validacion.

Para poder continuar con la descripcion de la clase disefiada en la que se
realizé la implementacion de nuestra investigacion, es preciso considerar los
conceptos asociados a un Problema no rutinario y rutinario pues, a lo largo de
la secuencia didactica se disefiaron diversos problemas de estos tipos, los que
se distinguen fundamentalmente segun Diaz y Poblete (1999) en que el no
rutinario es un problema en el que no basta con aplicar una regla o un método
de manera rutinaria, sino que se elabora una solucién por medio de intuicién y
una busqueda forzada, y en el problema rutinario el estudiante utiliza una serie
de secuencias que involucra una comprension de conceptos y algoritmos para
llegar a soluciones. Luego, la sesion del estudio de clases consider¢ el disefio
de un problema no rutinario el que contiene dos preguntas, la primera de ellas
tiene como propdsito que los estudiantes elaboren una estrategia la que deben
argumentar y justificar matematicamente. Mientras que la segunda propone
que los estudiantes logren responder modelando la situacion. Para resolver
ambos problemas, los estudiantes desarrollaron la actividad en una primera

fase de manera individual, luego de forma grupal expusieron sus estrategias.
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6.2 Plan de clase en forma detallada

PLAN DE CLASES

Eje Tematico Unidad o Tema Unidad 3  Geometria: RazonesSesion

trigonométricas.
Objetivo General de 1aOA 8 N° 6

Unidad Mostrar que comprenden las razones trigopnométricas de seno,

coseno Yy tangente en triangulos rectangulos:
e Relacionandolas con las propiedades de la semejanza y
los &ngulos.
o Explicandolas de manera pictérica y simbolica, de
manera manual y/o con software educativo.
o Aplicandolas para determinar angulos o medidas de
lados.
e Resolviendo problemas geométricos y de otras

asignaturas.

Meta(s) u Objetivo deResolver un problema no rutinario utilizando conocimientos

Aprendizaje previos.

Habilidad a) Argumentar y comunicar

b) Representar

Actitud a) Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas de la|

vida diaria, de la sociedad en general, 0 propios de otras asignaturas.
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b) Demostrar interés, esfuerzo, perseverancia y rigor en la resolucion de problemas y
la busqueda de nuevas soluciones para problemas reales.
c) Trabajar en equipo en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a
entender sus argumentos en las soluciones de los problemas.
d) Mostrar una actitud critica al evaluar las evidencias e informaciones matematicas |

valorar el aporte de los datos cuantitativos en la comprension de la realidad social.

Momentos de la clase

Actividades de

Aprendizajes

Intervencion

Docente

Recursos de

Aprendizaje

Tiempo Estimado

Inicio

Se menciona sobre la
del

no

aplicacion
problema
rutinario. Instrucciones
adjuntadas al final del

plan de clase. (1)

Se saluda a los

estudiantes, paral
luego entregarles
de maner
impresa u:‘
problema no
rutinario,
explicandoles las

instrucciones.

Posteriormente se
lee en conjunto el

enunciado del

Problema no
rutinario impreso.
Material visual
(PPT).

15 min
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problema

preguntando si les
quedo
duda.

alguna

Desarrollo

Se presenta el

problema no rutinario

de manera

impresa

adjuntado al final del

plan de clase. (2)

Se monitorea que

los estudiantes

estén trabajando
acorde a lo
establecido

previamente, se
limita a responder
preguntas

relacionadas con
el desarrollo del
problema.

Una vez que los
estudiantes hayan
trabajado de
manera individual
en una primera

instancia 'y en

Problema no

rutinario

cuaderno y lapices.

impreso,

50 min
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parejas en una
segunda instancia|
del problema, se
indica que se
procedera al cierre

de la clase.

Cierre

Se  presentan

estrategias
resolucién

estudiantes

pizarra explicando susjque utilizaron para

de

en

procedimientos.

las|Se les indica a tres
delestudiantes  que

loslexpliquen sus

lajprocedimientos

dar solucién al
problema no
rutinario. Una vez
gue se validan, se
retoma el

problema y se

presentan dos
formas de
realizarlos y

finaliza la clase

Pizarra y plumones.

15 min
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despidiéndose de

los estudiantes.
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Instrucciones (1)

1- En los primeros 20 minutos deberan trabajar de manera individual en el
problema entregado.

2- En los proximos 35 minutos deberan comparar su respuesta con la de
su comparniero de puesto y analizar las estrategias de cada uno.

3- Parafinalizar 2 estudiantes al azar deberan compartir su procedimiento
con sus comparfieros.

4- Esta permitido el uso de calculadora.

Problema no rutinario (2)

Estas en un campamento y debes levantar un poste de forma perpendicular al
suelo para izar las banderas de tu alianza. Para ello tienes un poste de 5
metros, una cuerda larga que podras anclar por medio de una estaca a nivel
del suelo, lo que te permitira dar la tension al poste por medio de un angulo de
elevacion. Para realizar el trabajo cuentas con las herramientas necesarias
como escuadra, calculadora, palas, estacas, martillo, etc. Responde a

continuacion:

a) ¢ Qué estrategia utilizarias para levantar el poste con la cuerda y determinar
la medida de la cuerda, usando la estaca y un angulo de elevacién? Explica y

justifica mateméaticamente.

b) Si desconoces la medida del poste que debes levantar de forma
perpendicular al piso, pero sabes que entre la estaca que esta a nivel del suelo
y la base del poste hay 7 metros de distancia y el angulo de elevacién desde
la estaca a la parte superior del poste es de 60°, ¢ Puedes determinar la medida

del poste? Justifica tu respuesta por medio de un procedimiento matematico.
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6.3 Experimentacion de la clase

La clase se desarroll6 de manera presencial por el docente anfitrion en
formacion, y contd con la presencia del profesor jefe del curso y la asistencia
de 41 estudiantes. Algunos aspectos que son necesarios mencionar para
contextualizar tienen relacion con el espacio de la sala, pues es pequefay los
puestos de trabajo de los estudiantes son individuales, por lo que, la
disposicion de las mesas de trabajo de los alumnos en al aula es bastante
tradicional, todos los puestos miran al frente donde se encuentra la pizarra.
Considerando esto, es decir, espacio y disposicion del aula, la clase fue
grabada para realizar la observacion, discusion y reflexion de la

implementacion del estudio de clases.

La clase se inicia mencionando el objetivo de aprendizaje, resolver un
problema no rutinario utilizando conocimientos previos, y se lee en conjunto
las instrucciones de la actividad que se desarrollé. A continuacion, se entregé
a cada estudiante el problema no rutinario impreso en una hoja y se dio un
espacio en el que resolvieron dudas sobre el enunciado del problema,

surgiendo algunas como:

e A qué se referia levantar un poste perpendicular, especificamente lo
que significa perpendicular.

e A qué se debe llegar o qué se debe calcular en la primera pregunta.

e La estrategia debe ser una ecuacion o solo palabras.

Las dudas resueltas solo tenian relaciéon con el enunciado y/o las preguntas
de este, sin entregar informacion alguna sobre sus posibles formas de
resolucion o relacionadas con el objetivo del problema. Pues, como se
describié anteriormente en el punto 6.1 de este capitulo, es fundamental que
los estudiantes resuelvan de forma intuitiva, basado en sus conocimientos,
creando sus propias estrategias y de este modo se cumpla el proposito de

implementar un problema no rutinario.
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La clase se realiz6 en dos horas pedagdgicas divididas por un recreo de 20
minutos. En la primera hora los estudiantes realizaron la actividad y entregaron
su trabajo. En la segunda hora, a la vuelta del recreo, 3 estudiantes salieron a
la pizarra donde desarrollaron sus estrategias y las expusieron a sus
comparnieros. El primero de ellos utilizé el teorema de Pitagoras para resolver
sugiriendo obtener la hipotenusa para encontrar la medida de la cuerda segun
lo solicitado en el problema. El segundo estudiante solo propuso como lo
resolveria sin realizar desarrollo alguno, indicando que lo haria por medio de
la razén trigonométrica del seno, y el dltimo alumno explicd su resolucion
basada en la razén trigopnométrica del seno, dejando una propuesta una
expresion que le permitia encontrar el valor de la cuerda. Finalmente, una vez
que fueron comprobadas las respuestas, la docente anfitriona formaliza el
contenido de la clase demostrando la solucion al problema no rutinario

propuesto, validando el aprendizaje de los estudiantes.

6.4 Discusion de la clase

Segun Lendinez (2020) basado en los autores, Watanabe, Takahashi y
Yoshida (2008), Doig y Groves (2011), Murata (2011), Shimizu (2014) y Fuijii
(2015), tras la intervencion del docente anfitrion, debe realizarse una discusién
grupal, la que involucra a todos los docentes en formacion y profesionales que
participaron en la confeccién de la implementacién. Esta discusion, esta
centrada en las estrategias y dificultades de los estudiantes, y se conecta con
la pregunta de investigacién. Su proposito es analizar la clase a la luz del
objetivo con el fin de realizar mejoras en el plan de clases en lo didactico,
pedagdgico y matematico. Considerando estos antecedentes y tal como se
menciono anteriormente en este capitulo en el punto de experimentacion de la
clase, es necesario mencionar que la sesion de la implementacion fue grabada
para poder realizar la discusion junto a otros profesores en formacion y
universitarios, quienes también estaban en antecedente de disefio de clase,

su objetivo de aprendizaje y la actividad.
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La implementacion, se basé en el contenido de razones trigonométricas del

seno, coseno Yy tangente en triangulos rectangulos y tenia como proposito la

intervencion de un problema no rutinario sobre el cual los estudiantes

aplicarian diferentes estrategias de forma intuitiva y utilizando sus

conocimientos previos. Posterior a la intervencion, que fue documentada por

medio de un video, se realiz6 la exhibicion de este a los pares con quienes se

genero la fase de discusion con el fin realizar las mejoras respectivas.

De la muestra del video y la fase de discusién se rescata lo siguiente:

En cuanto al enfoque teodrico, el momento de Validacion de los
estudiantes. Segun Brousseau, este corresponde al instante en que los
alumnos confrontan sus estrategias argumentando con conocimientos
de modo que son quienes deciden el proceso y su resolucién. Luego,
los comentarios y sugerencias realizadas mencionan: “Considerar la
participacion de los estudiantes en el proceso validacion. Es decir, en
esta fase no solo basta con que los estudiantes expongan sus
resoluciones, sino que, también las discutan, se corrijan entre ellos y
propongan sus estrategias. Si esto no surge de forma espontaneay solo
se vuelven meros oyentes, el docente debe conducir por medio de
preguntas o motivar para que se produzca el didlogo entre los alumnos.
El segundo componente que surgio en la discusion se relaciona con la
sugerencia de mejora para un aspecto didactico. Este corresponde a
trabajar desde los errores de los estudiantes en los desarrollos de sus
estrategias. Estos, segun variadas investigaciones tienen distintas
naturalezas, que van desde errores aritméticos, de comprension o un
conocimiento mal adquirido. Los estudiantes al resolver los cometen
con bastante frecuencia, por lo tanto, ademas de reconocerlos estos se
pueden evitar y corregir. Para ello es preciso reconocer la necesidad de
utilizar el conocimiento previo, aunque esté incorrecto, como fuente
para nuevos conocimientos.

El otro elemento que emana de la discusién tiene que ver con un

aspecto pedagogico, y se relaciona con el uso de la pizarra. Tres
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estudiantes en la fase de validacion expusieron sus desarrollos, los que
fueron escritos en la pizarra, explicaron el resto del curso sus
procedimientos y resultados. Luego, rescatamos del articulo La Pizarra
como Medio de Ensefianza de la autora cubana Vivian A. Alvarez Ponce
(2013), “El trabajo del maestro con pizarréon debe someterse a una
profunda revalorizacion y que emplear este medio correctamente en su
funciébn como medio de ensefianza, exige una preparacion cientifica por
parte de los que se dedican a la educacion de las nuevas generaciones”
(p.105). Por lo tanto, el uso de lo trabajado en la pizarra nos permite
formalizar el contenido que se ensefiara utilizando lo que los
estudiantes escribieron en esta en sus exposiciones, todo esto con el
fin de validar sus procesos y desde ahi guiar el aprendizaje.

Un ultimo elemento que surgié en la discusién para la mejora de la
aplicaciéon de un problema no rutinario tiene relacion con aquellos
estudiantes que no realizaron la actividad. Por lo que, se concluy6 que
ademas de prever situaciones matematicas, también hay que pensar
en situaciones de poca participacion, ya que esta clase al ser en base
a la resolucién de problemas es posible que los estudiantes no sientan
interés si es que no hay una recompensa académica, al respecto es
necesario considerar algunos elementos en que el docente pueda
promover o motivar la participacién de los estudiantes utilizando otro
tipo de estrategia de trabajo. Gonzalez-Fernandez (2020) menciona
gue si bien no se pueden prever todos los escenarios de incertidumbre
a los que nos enfrentaremos, si existen algunos en que las variables en
juego estan bastantes bienes definidos, por ejemplo, las matematicas

y las conceptuales.

Por consiguiente, cada uno de estos aspectos relevantes que surgieron de la

discusion de la observacion de la clase son los que deben ser considerados

para la mejora de la clase siguiente o una proxima implementacion, lo que

debe seguir siendo trabajados de forma colaborativa por los docentes

implicados en la intervencion.
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6.5 Reflexion sobre el proceso de Estudio de Clases y aprendizajes

profesionales

Fujii (2016) afiade una quinta etapa, que denomina “reflexién, en la que el ciclo
se documenta, el aprendizaje profesional se consolida, y nuevas cuestiones
podrian emerger” (p.413). De acuerdo con esto, nuestro proceso de reflexion
surge en torno a todas las implicancias que involucran la pregunta de
investigacion ¢ Qué estrategias utilizan los estudiantes frente a problemas no
rutinarios que involucren el contenido de razones trigpnométricas del seno,
coseno y tangente en triangulos rectdngulos? basado en la Secuencia
Didactica de Guy Brousseau. Desde aqui surgen los objetivos y las diferentes
fases de la investigacion, algunas de estas necesarias de mencionar para este
punto del capitulo son: el disefio del problema no rutinario y su reformulacion,
el disefio del plan de clases, el analisis apriori y aposteriori del problema, la

experimentacion de la clase y el proceso de discusion.

Una vez que se definié la problematica, se formularon los objetivos y la
pregunta de investigacion, se continué con la etapa de disefiar una secuencia
de clases en la que se aplicé al principio y al final de esta un problema no
rutinario, con el proposito de que la ensefianza aprendizaje fuera de manera
significativa en los estudiantes, que aprendieran sin los recursos
mnemotécnicos y evitar el fendmeno didactico del deslizamiento metacognitivo
en la ensefianza del contenido. Luego, para el disefio del problema no rutinario
fue necesario investigar sobre su definicion y experiencias de aplicaciones,
basandose en un articulo del 2001 de M. Verdnica Diaz y Alvaro Poblete
denominado “Contextualizando tipos de problemas matematicos en el aula” de
la Revista de Didactica de las Matematicas, discutir diferentes situaciones y
realizar varios esbozos al respecto. Sobre esta fase, podemos rescatar la
importancia de la resolucion de problemas al ser uno de los principales
aspectos del proceso de aprendizaje en matematicas, siendo la principal

preocupacion de los educadores e investigadores en Educacion Matematica,
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sin embargo, no es facil encontrar investigaciones sobre los problemas no
rutinarios en el contexto de ensefianza de razones trigonométricas, por lo que,
disefiar el problema significo formularlo y volver a formularlo en més de una
instancia. De la primera formulacion, se rescata que es importante considerar
palabras claves dentro del problema que sean de conocimientos de los
estudiantes para que se cumpla el objetivo. Como también que los conceptos
de las palabras sean conocidas por los alumnos, pues no saberlas puede
llevarlos a no lograr modelar el problema. Sobre la ultima formulacion, fue
crucial la retroalimentacion de los pares pues con ellos se logra la critica
necesaria para ver si el objetivo tras el problema no rutinario se esta
cumpliendo. Segun Blanco (1991) sobre la resolucion de problemas; es
importante el método, el proceso, la estrategia, ya que esta deberia ser el foco
del curriculo de matematicas. Por lo tanto, para el disefio del problema no
rutinario fue clave la investigacion, como también fue y serd importante
considerar las palabras claves y los conocimientos de los estudiantes, asi

como el trabajo en colaboracion con los pares de la educacion.

Luego, sobre el disefio del plan de clases, al ser una secuencia basada en el
estudio de clases faculta que el trabajo sea colaborativo, que las
consideraciones del contenido de ensefianza, los tiempos y los estudiantes,
sea un trabajo no solo de un docente sino de varios. Esto permite, que existan
diferentes miradas, conocimientos acabados y propuestas sobre cémo
elaborar las clases, pues si bien cada contenido a ensefar tiene el objetivo de
aprendizaje propuesto por el curriculo, el que este se adquiera
significativamente por los estudiantes es el propdsito que se busca por quienes
son participes del estudio de clases. Una vez que se define el contenido a
ensefar y cual sera la sesion de implementacion se realiza un analisis apriori
del problema propuesto, en el que en conjunto se abordan las diferentes
situaciones que podrian surgir frente a la aplicacion y el desarrollo de los

estudiantes.
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En este analisis, es importante la informacion que entrega el docente anfitrion,
pues puede afirmar los contenidos que ya estan ensefiados para abordar la
secuencia de clases de nuestro estudio, asi como algunos factores
relacionados con el curso, la sala, los tiempos y las normas propias del
establecimiento. Una vez hecha la implementacién, la confrontacion con el
analisis aposteriori nos permite evaluar todo lo que hay que mejorar en cuanto
a esta, pero principalmente si se logré o no el aprendizaje esperado con lo
propuesto en parte de los objetivos. Y es que, si los estudiantes lograron
resolver de forma intuitiva aplicando conocimientos previos un problema no

rutinario, sin acudir a recursos de memoria o mnemotécnicos.

Sobre la experimentacion, es necesario rescatar que la participacion de los
estudiantes es importante en una implementacion disefiada con la teoria de
situaciones didacticas, por lo tanto, hay que considerar posibles estrategias
para aquellos estudiantes que no desean realizar la actividad. Pues el objetivo
de aprendizaje no tiene el foco puesto sobre unos pocos estudiantes, sino que
debiese de ser sobre todos, y esto es un elemento el que como docentes
debemos trabajar en el aula. También como ya se mencioné en el punto 6.4,
la fase de validacion de la teoria de situaciones didacticas es necesario
reforzar ya que parte del propdsito de esta teoria es que los estudiantes
construyan su aprendizaje y el profesor sea un guia en ello, por otra parte, es
importante que entre los mismos alumnos refuercen sus aprendizajes
aplicando sus conocimientos y ensefiando sus estrategias, no solo los que
exponen en la pizarra, sino que todos en general. De lo mismo, se desglosa el
uso de la pizarray las estrategias que los estudiantes plasmaron en esta, evitar
borrar su trabajo y desde ahi realizar la formalizacién del contenido, pues de
este modo no invalidamos lo hecho por ellos ya sea que esté correcto o no. Y,
no olvidar considerar siempre el trabajo de los estudiantes, aunque estos
tengan errores ya que desde ahi se puede realizar un trabajo de ensefianza
gue logra mayor significancia para ellos, pues asi pueden ir detectando cuéles
fueron los aciertos y fallas sobre sus estrategias. Luego, cada uno de estos

elementos considerados en la etapa de experimentacion y en las anteriores,
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pudieron ser rescatadas en una reflexion que nos permite la fase discusion.
Esta Ultima etapa, es una de las mas relevantes, pues es la retroalimentacion
de todos quienes fueron participes de la observacion de la clase
implementada, se logran recoger todas las ideas que permiten realizar las
mejoras a futuro, para cada clase que se quiera disefiar, para cada contenido

nuevo a ensefar.

Por consiguiente, disefiar una clase con la metodologia de estudios de clases,
nos permitié tener un panorama amplio para preparar una clase con problemas
no rutinarios, un desafio no menor para una clase donde los estudiantes estan
acostumbrados a la resolucion de problemas de manera tradicional, con un
enfoque mas de ejercicio y por cantidades. Por consiguiente, “la resolucion de
problemas matematicos involucra la idea de interaccidén de variados procesos
cognitivos y aproxima la matematica a las situaciones cotidianas vinculadas a
diferentes contextos, y pone de manifiesto el tipo de control intelectual que el
alumno puede realizar sobre cada situacidon” (Diaz, Poblete, 1999). Esto, deja
de manifiesto la ayuda en el aprendizaje de los estudiantes, pero también la
preparacion e implementacion que implica un problema no rutinario nos deja
aprendizaje profesional en cuanto a lo que significa preparar situaciones de
clases que salen de lo tradicional, asi como el realizarlo junto a los pares. Del
mismo modo, hacer un proceso de reflexidn con quienes estan involucrados
en la planificacién, implementacion y posterior discusion, como docentes en
formacién nos hizo conscientes que cada vez que se realiza una clase hay que
tener en cuenta trabajar la introspeccion, como también considerar el consejo
de los pares, esto con el fin de hacer un analisis individual y una indagacién
de los contenidos y las actividades propuestas. Y, por supuesto del consejo y
dialogo con los pares, ver todos los puntos favorables y desfavorables con el
fin recoger ideas para las mejoras y aplicarlas, generar un plan de accion para
ellas y asi la siguiente clase hacerlo y desempefarse mejor. Por tanto, “El
Estudio de Clases no lleva a ninguna manera particular de ensefianza, sino
que sirve como vehiculo para que los profesores consigan en colaboracion un

progreso en la ensefianza y el aprendizaje a partir de una mejor comprension
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del aprendizaje del estudiante, del pensamiento y de las sub-comprensiones
de éste, observandose unos con otros en clases. (Isoda, M. y Olfos, R., 2009,
p.23). Finalmente, el estudio de clases nos ofrece una herramienta que
favorece el mejoramiento profesional de profesores de matematica en
formacion, ya que, tras el proceso de preparacion, reflexion e implementacion
de la clase se vive una oportunidad de desarrollo profesional desafiante que

dio y da oportunidades para el desarrollo profesional docente.
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CAPITULO VII

ANALISIS DE RESULTADOS

El analisis de resultados corresponde a la cuarta y ultima fase de los elementos
de la metodologia de la ingenieria didactica, en esta etapa se trabajan con los
datos recolectados producto de la implementacion, las observaciones de la
secuencia de ensefianza y las producciones de los estudiantes. Esto, con el
fin de responder a nuestra pregunta inicial sobre las estrategias que usan los
estudiantes con problemas no rutinarios en contenidos que involucran razones
trigopnométricas del seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos. Para lo
anterior, en este capitulo se presenta un analisis aposteriori de las situaciones
claves de las propuestas de aprendizaje y ensefianza en concordancia con el
enfoque tedrico y su confrontacion con los dos analisis apriori descritos

anteriormente en capitulo 5.

Lo anterior con el fin de responder a nuestra pregunta inicial sobre, las
estrategias que utilizan los estudiantes con problemas no rutinarios en
contenidos que involucran razones trigonométricas del seno, coseno y
tangente en triangulos rectangulos, por medio de la evaluacion de los
resultados obtenidos y su validacion confrontando de manera fundamentada

el andlisis apriori con él aposteriori.

7.1 Andlisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizajes
claves

El andlisis aposteriori que se presentara a continuacion esta basado en los dos
analisis apriori hecha a dos sesiones de la secuencia clases. Se eligieron estas

sesiones considerando las actividades de aprendizaje claves para las
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situaciones de ensefianza de la investigacion. El primero de ellos corresponde
a la primera clase de la secuencia, en la que se plantea un problema rutinario
y los estudiantes trabajan de forma colaborativa desarrollando las estrategias
en sus cuadernos. La segunda sesion del analisis, que es la sesion 6,
corresponde a la dltima clase de la secuencia didactica donde se hizo la
implementacion del problema no rutinario, en la que los estudiantes trabajaron
sus producciones en una hoja que tenia impreso el problema, que

posteriormente entregaron siendo la evidencia para su analisis.

7.1.1 Analisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje

clave Sesion 1.

Esta sesion se realiz6 con la participacion de 41 estudiantes. La actividad
propuesta consistio en un problema rutinario de razones en un triangulo
rectangulo con dos preguntas para resolucion, su aplicacion tiene como
propésito ensefiar y reforzar los conocimientos previos necesarios para
contenido de razones trigonométricas, especificamente razones
trigonométricas del seno, coseno y tangente en triangulos rectangulos. El

problema es el enunciado a continuacion:

» Silos lados del triangulo rectangulo ABC se amplifican por 2:

a) ¢, Qué sucede con los angulos del triangulo?

b) ¢ Y con las razones entre los lados de los triangulos?

De este problema y las resoluciones de los estudiantes se desprenden los

siguientes analisis:
1. Andlisis primera pregunta

a) ¢Qué sucede con los angulos del triangulo?

e Estrategia utilizada por los estudiantes.
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Al menos unos 25 estudiantes utilizaron la estrategia de duplicar la
medida de los lados del triangulo y de forma posterior a eso calculaban
la razén segun recordaban, relacionando los lados correspondientes y
en otros casos lados que no correspondian. Denominaron a cada lado
con una letra y en el triangulo que debian obtener asignaban la misma
letra y luego calculaban la razén. Ahora, frente a la pregunta los
estudiantes describieron la situacién indicando de forma correcta en la
mayoria de los casos, “que los angulos se mantienen”, pues al construir
ambos triAngulos y obtener sus medidas observaban que los angulos
no tenian variacion, otros sobreponian un triangulo sobre el otro y
concluian que la medida de los &ngulos se mantenia. Del mismo modo,
otros estudiantes mencionaron que solo variaban la medida de los lados
del triangulo pues eran triangulos semejantes “solo que mas largos los

lados”.

Errores frecuentes

El error mas comun detectado frente a la pregunta sobre la medida del
angulo una vez que se duplica la medida de los lados del triangulo,
corresponde a la que enunciaron algunos estudiantes al responder
rapidamente que “también se duplicaba la medida de los angulos”, sin
embargo, al razonar un poco mas sobre la pregunta, se daban cuenta
gue era imposible que se duplicaran. La menor cantidad de estudiantes
justificaba en que “todo aumenta proporcionalmente, entonces si
aumenta el doble la medida de los lados, también aumenta el doble la
medida de los angulos”. Otros estudiantes enunciaron que solo los
angulos que no eran el angulo rectangulo se duplicaban, pues “el
angulo rectangulo no podia duplicarse porque seria un angulo de 180°
y con eso no puedes construir un triangulo”. Sin embargo, a pesar de
que un par de alumnos comentaron lo anterior, la mayoria respondio
correctamente que no se podia duplicar debido a que “la suma de los

angulos interiores de un triAngulo debe sumar 180°, por lo tanto, no
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b)

podia duplicarse”. Fue interesante observar el nivel de participacion de
los estudiantes al ir corroborando entre ellos las respuestas que
entregaban, pues logro la participacion de unos 25 estudiantes, quienes
intentaban corregir a los comparfieros que estaban equivocados a pesar

de su argumento.

Dificultades

La principal dificultad que se presentd para la primera pregunta se
relacion6 con que no recordaban los criterios de semejanza para
considerar los angulos correspondientes, luego los llevaba el error de
calcular la razén de forma incorrecta, pues relacionaban de manera

incorrecta los angulos correspondientes y asi calculaban la razon.

Analisis segunda pregunta

¢ Y con las razones entre los lados de los triangulos?

Estrategia utilizada por los estudiantes.

En esta pregunta, la participacion de los estudiantes fue menor, debido
a que no estaban seguros de sus procedimientos y respuestas, por lo
gue, no se animaron a comentar sus estrategias y conclusiones. Al
menos unos 15 estudiantes utilizaron la estrategia del caso general, que
es duplicar la medida de los lados del triangulo y de forma posterior a
eso calculaban la razén relacionando los lados correspondientes y en
los otros casos lados que no correspondian, denominaron a cada lado
con una letra y en el triangulo que debian obtener asignaban la misma
letra y luego calculaban la razon. Del mismo modo, unos 3 estudiantes
utilizaron la estrategia del caso particular, es decir, por medio del
teorema de Pitagoras obtener el lado faltante y posterior a ello duplicar
las medidas construyendo otro triangulo y considerando los lados

correspondientes calcular la razon. Ahora, frente a la pregunta los
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estudiantes describieron la situacion indicando de forma correcta en la
mayoria de los casos, “que la razdn corresponde a 2”. Sin embargo, una
cantidad de estudiantes calcul6 la razén solo de dos lados, y es de lo
lados que tenian los datos, y concluian que el tercer lado también
tendria la misma razén, pues al duplicar los lados la figura se duplicaba

en tamafno entonces también el tercer lado tendria la misma razon.

Errores frecuentes

El error mas comun detectado frente a la pregunta sobre la razén es
que realizaban el célculo con lados que no eran correspondientes, como
también realizaban el célculo de la razén del primer tridngulo, luego el
calculo de la razon del segundo triangulo y después estimaban la razon
entre ambos triangulos, sin considerar la correspondencia de los lados

en los triangulos semejantes para calcular la razén.

Dificultades

La principal dificultad que se presentdé al igual que en la primera
pregunta se relacioné con que no recordaban los criterios de semejanza
para considerar los angulos correspondientes y de este modo poder
obtener la razén. Por otra parte, no todos recordaban el teorema de
Pithgoras para obtener la medida del lado faltante.

Conclusiones

Se esperaba que los estudiantes desarrollaran la actividad aplicando
conocimientos previos de conceptos como teorema de Pitagoras,
semejanza de triangulos, razones y proporcionalidad. Que en conjunto
fueran enunciando sus resultados y del mismo modo validaran sus
propuestas comentando lo que consideraban correcto o no. Se
evidencio que al menos el 90% del curso realiz6 la actividad, y que de
quienes participaron el 60% logro las respuestas esperadas utilizando

las estrategias del analisis apriori, el 40% restante tuvo errores al
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enunciar sus respuestas, y al revisar las situaciones se detecto que los
estudiantes cometian errores aritméticos, y que faltaba dominio de los
conocimientos previos pues confundian la correspondencia de los lados
y por ende la expresién para calcular la razén. Sobre los errores
Brousseau (1976), afirma que “el error no es solamente el efecto de la
ignorancia, la incertidumbre, sino que es el efecto de un conocimiento
anterior, que, a pesar de su interés o éxito, ahora se revela falso o
simplemente inadecuado”, luego el error es un concepto equivocado,
producto de combinaciones de los conocimientos previos de los
alumnos, por lo tanto, para corregir esta situacion la formalizaciéon de la
actividad se basd en reforzar aquellos conocimientos previos mas
débiles que fueron la mayor dificultad en la actividad para generar el

aprendizaje.

7.1.2 Andlisis aposteriori de las situaciones de ensefianza y aprendizaje

clave Sesion 6

Esta sesion corresponde a la implementacion en la cual se basé la
investigacion. Se realiz6 a 40 estudiantes. Consisti6 en un problema no
rutinario con dos preguntas, el objetivo de aprendizaje tras la actividad era que
los estudiantes aplicaran razones trigonomeétricas del seno, coseno y tangente
en triangulos rectangulos utilizando su intuicidn y conocimientos previos, sin
recurrir a recursos mnemotécnicos para su resolucion. El problema era el

siguiente:

» Estds en un campamento y debes levantar un poste de forma
perpendicular al suelo para izar las banderas de tu alianza. Para ello
tienes un poste de 5 metros, una cuerda larga que podras anclar por
medio de una estaca a nivel del suelo, lo que te permitira dar la tension
al poste por medio de un angulo de elevacion. Para realizar el trabajo

cuentas con las herramientas necesarias como escuadra, calculadora,
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palas, estacas, martillo, etc. Responde a continuacion:

a) ¢Qué estrategia utilizarias para levantar el poste con la cuerda y

determinar la medida de la cuerda, usando la estaca y un angulo de

elevacion? Explica y justifica matematicamente.

b) Si desconoces la medida del poste que debes levantar de forma

perpendicular al piso, pero sabes que entre la estaca que esta a nivel

del suelo y la base del poste hay 7 metros de distancia y el angulo de

elevacion desde la estaca a la parte superior del poste es de 60°,

¢, Puedes determinar la medida del poste? Justifica tu respuesta por

medio de un procedimiento matematico.

Luego, de acuerdo con lo resuelto por los estudiantes, se realizo la siguiente

clasificacion:

Pregunta a)

Pregunta b)

Responde correctamente: 5 estudiantes

Responde errbneamente: 13
estudiantes

Responden de manera pictérica o solo
argumentan: 7 estudiantes

Responde correctamente, pero
incompleta: 6 estudiantes

No responde: 10 estudiantes

Responde correctamente: 27
estudiantes

Responde erréneamente: 3 estudiantes

Responde de manera pictorica o solo
argumenta: 0 estudiantes

No responde: 10 estudiantes

1. Andlisis primera pregunta

a) ¢Qué estrategia utilizarias para levantar el poste con la cuerda y

determinar la medida de la cuerda, usando la estaca y un angulo de

elevacion? Explica y justifica mateméaticamente.

o Estrategias utilizadas por los estudiantes.
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Se consideraron tres estrategias, las que se previeron en el analisis
apriori, y que fueron las mas recurrentes de los estudiantes.

Utilizan la razén trigonométrica del seno para dejar expresada la medida
de la cuerda.

Esta es la estrategia que corresponde a la respuesta esperada, debido
a que solo tienen el valor del poste que es uno de los catetos del
triangulo, aplicando la razén del seno resultaba solo la expresion que
permitia obtener el resultado. Luego el estudiante a continuacion
justificé que para obtener la longitud de la cuerda era necesario saber
el angulo de elevaciéon. Lo que esta correcto, ya que ese dato no fue

entregado en el enunciado del problema.

llustracion 10: Produccion de estudiante

Representan el problema sin desarrollo.

El primer estudiante representa el problema justificando, pero no realiza
un desarrollo matematico simbodlicamente. El estudiante logra
comprender el enunciado e identificar algunos elementos para la
resolucion, sin embargo, no realiza la transposicion a lo simbdlico.
Considera también algunos elementos de medicién para obtener lo

solicitado. Aun asi, no obtiene la respuesta esperada.
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llustracion 11: Produccion de estudiante

Los dos estudiantes realizan una representacion pictorica de sus
analisis, pero dejan solamente expresado el bosquejo de sus
resoluciones sin realizar un desarrollo mateméatico simbolicamente. El
primer estudiante logra comprender el enunciado e identificar los
elementos para la resolucidn, su respuesta es con un triangulo
isésceles, pero no logra la transposicion a lo simbdlico para obtener la
respuesta esperada. El segundo estudiante, es del mismo modo que el
primero, con la salvedad que es por medio de un triangulo rectangulo,
también no logra transposicién a lo simbdlico y no obtiene la respuesta

esperada.

llustracion 12: Produccion de estudiante
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llustracion 13: Produccion de estudiante

- Utiliza el Teorema de Pitagoras y les da un valor a los catetos.

El estudiante aplica una de las estrategias que se consideraron en el
analisis apriori. Como el problema no entregaba todos los datos para
que los estudiantes resolvieran, era una posibilidad que ellos se
entregaran valores para uno de los catetos y asi determinar por el
teorema de Pitagoras la hipotenusa, que corresponde a la cuerda, o
bien se podian otorgar un valor para la medida del &ngulo de modo que
pudieran aplicar la razon trigonométrica. En este caso el estudiante se
dio un valor para el cateto adyacente al angulo, luego obtiene la medida
de la cuerda por medio del teorema de Pitdgoras, si bien su estrategia
y resultados era algo esperado, no aplica las razones trigonométricas
que es el objetivo de aprendizaje.
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llustracion 14: Produccidn de estudiante

e Errores frecuentes.

Algunos de los errores mas comunes que se pudieron detectar en el

analisis fueron los siguientes:

- Calcular de forma incorrecta las razones. Es decir, aplican razén del
seno en vez de la del coseno, confundiendo los lados y el angulo que
corresponde a cada razén.

- Despejar las variables de las razones trigonométricas de forma
incorrecta, y como consecuencia determinan de forma erronea los
catetos de la razén del seno o la del coseno.

- Obtener la longitud de la hipotenusa y no buscar la medida del cateto
solicitado.
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- No identificar correctamente las medidas entregadas en el problema en
el respectivo triangulo rectangulo que deben formar.

A continuacion, algunos ejemplos que evidencian estos casos:

llustracion 15: Produccion de estudiante

llustracion 16: Produccion de estudiante

e Dificultades

Algunas de las dificultades que se analizaron en la primera pregunta del
problema propuesto, se relacionan con que no logran representar
pictéricamente lo solicitado, ni realizar la transposicion a lo simbdlico. Los
conocimientos previos se adquirieron de manera confusa por lo que no hay
certeza en lo que aplican al momento de desarrollar. Interpretan
incorrectamente el enunciado, representando el angulo y las medidas de forma
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errénea en el triangulo rectangulo que deben formar. De aca surge mas una

dificultad de comprension pues no logran relacionar los datos con lo solicitado.

No identifican o no saben ingresar los datos en la calculadora para obtener las

razones trigonomeétricas del seno y coseno.

2. Andlisis segunda pregunta.

b) Si desconoces la medida del poste que debes levantar de forma

perpendicular al piso, pero sabes que entre la estaca que esta a nivel del suelo

y la base del poste hay 7 metros de distancia y el &ngulo de elevacion desde

la estaca a la parte superior del poste es de 60°, ¢ Puedes determinar la medida

del poste? Justifica tu respuesta por medio de un procedimiento matematico.

Estrategias utilizadas por los estudiantes

La segunda pregunta si bien utiliza los datos del enunciado original,
tiene un caracter mas de problema rutinario, pues entrega todos los
datos necesarios para que los estudiantes apliquen las razones
trigonométricas. De acd no surgieron muchas estrategias, pues mas
gue una respuesta se espera un resultado por medio de aplicacion de
los conocimientos sin el ejercicio de la intuicidbn. De todos quienes
respondieron esta pregunta, 31 utilizaron tangente para determinar la
medida del poste y 10 estudiantes no respondieron.

- Utilizan la razon trigopnométrica de la tangente para determinar la
medida del poste. En este caso deben obtener un cateto, ya saben la
medida del otro cateto y la medida del &ngulo, por lo tanto, aplicando la

razon de la tangente reemplazan los datos y obtienen lo solicitado.
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llustracion 17: Produccion de estudiante

e FErrores méas frecuentes

En cuanto a la pregunta en analisis, los errores mas frecuentes son de
caracter mas aritmético y algebraico, pues los estudiantes identifican la
razon trigonométrica que deben utilizar, pero no logran hacer el desarrollo
algebraico necesario para despejar y obtener el cateto pedido. Esto se
relaciona con que el problema entrega todos los datos que los estudiantes
pueden identificar debido a que tienen los conocimientos previos del
contenido y es mas sencillo para ellos hacer una representacion pictorica
con todos los datos, de ahi que logran hacer la transposicion a lo simbdlico,

pero no logran desarrollar lo algebraico.

llustracion 18: Produccion de estudiante
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llustracion 19: Produccion de estudiante

e Dificultades.
Sobre el analisis de las dificultades para la segunda pregunta, de
manera muy similar al analisis de los errores, se detectan solo algunas,
y también se relaciona con que los estudiantes tienen los conocimientos
previos y que la confusion puede surgir al momento de realizar al
procedimiento algebraico o bien no logra representar pictéricamente lo
solicitado, lo que como consecuencia no logra la transposicién a lo
simbdlico. Y de manera muy particular, no saben ingresar los datos en

la calculadora.
3. Conclusion.

La modelacién del enunciado genera una dificultad en los estudiantes, pues
cuando logran representar pictéricamente de forma correcta aplicar los
conocimientos del contenido es una tarea que no les genera mayor
complejidad. Ahora en cuanto a no lograr la modelacién puede surgir del hecho
gue no existe la costumbre de trabajar en la resolucién de problemas sin que
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exista la intervencion del profesor, quien habitualmente ademas de leer el
problema suele explicar que es lo que tienen que resolver. Podriamos concluir
que la ensefianza por medio de la resolucion de problemas y en particular del
no rutinario, estd muy asociado al conductismo y que tal como lo postula
Brousseau (1997) “Un obstaculo es un conocimiento para producir respuestas
adaptadas a un cierto contexto que encuentra con frecuencia. Cuando se usa
este conocimiento fuera de este contexto genera respuestas incorrectas’,
puede convertirse en un obstaculo. Para los estudiantes, el cambio de
desarrollar problemas sin las “recomendaciones o indicaciones” del profesor
no es sencillo, y se evidencidé en los resultados que se obtuvieron en la
investigacion. Ademas, sumado a lo anterior siguen existiendo dificultades y
errores que tienen que ver con los conocimientos previos sobre los cuales no
lograron los aprendizajes. Sin embargo, es evidente que cuando se realiza un
trabajo que genera un desafio a los estudiantes, y posterior a ellos existe una

formalizacion del contenido, se logra el aprendizaje de manera significativa.

7.2 Confrontacion de los andlisis apriori y posteriori

Teniendo en consideracion las situaciones de ensefianza y aprendizajes
claves, se presenta la primera situacion en donde se trabajan los
conocimientos previos para comenzar a introducir en nuevo contenido con su
respectiva confrontacion y, por otra parte, la segunda situacién cuando el

contenido ya fue formalizado e institucionalizado.

7.2.1 Confrontacion de primera situacion de enseflanza y aprendizaje

clave

Cabe destacar que en primera instancia se trabaja de manera individual y
luego se revisa de manera colaborativa en la pizarra, en este sentido es que
al comienzo de la actividad los estudiantes no recordaban el teorema de

Pitagoras, el cual es un contenido ya adquirido y necesario para este problema
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y el contenido nuevo. Es por esto por lo que se recuerdan en conjunto y se

continta con el problema planteado.

Con respecto al andlisis apriori, la Unica estrategia trabajada fue la
considerada como respuesta esperada, en donde a través del teorema de
Pitagoras encontrar la hipotenusa del triangulo dado y asi realizar lo solicitado
en el problema. Sin embargo, a pesar de que los estudiantes ya saben el
procedimiento a realizar, les dificulta el plantear las razones entre segmentos
(de igual naturaleza) el cual fue una dificultad que se habia previsto en el

analisis apriori.

En cuanto a los errores, se presentaron errores previstos tales como en

operaciones aritméticas y el célculo de razones con un mal planteamiento.

Si bien, en un comienzo la tarea fue trabajado como un problema para el
estudiante, el cual se define segun Diaz y Poblete (2001) como que “requiere
de una solucién bajo ciertas condiciones especificas, si éste comprende la
tarea, pero no encuentra una estrategia inmediata para su solucion, vy,
finalmente, si es motivado para buscar la solucién.” (p. 34) el cual no resultd
pues los estudiantes rapidamente sabian que se trabajaba con teorema de
Pitagoras y el planteamiento de razones, es por esto que se transforma en un
ejercicio, es decir, que el estudiante “encuentra de forma espontanea la
solucion, porgue resulta ser la practica de una rutina en la cual ya ha sido
iniciado” (Diaz y Poblete, 2001, p.36) cometiendo asi pocos errores y

dificultades en el desarrollo de este.

7.2.2 Confrontacién de la segunda situacion de enseflanza y aprendizaje

clave

En esta situacion de ensefianza y aprendizaje clave el contenido ya fue

adquirido y trabajado a través de ejercicios y problemas, es por esto que en
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esta instancia para finalizar el tema tratado se presenta un problema con dos

partes, analizando cada una de ellas se tiene que:

A partir de los resultados obtenidos, relacionandolo con el andlisis apriori se
pueden obtener diversas conclusiones, de las cuales se desprenden

diferencias y similitudes con respecto a lo trabajado.

Entre las similitudes se presentan las estrategias 1, utilizada mayoritariamente
gue consistia en resolver por medio de razones trigonométricas del seno,
coseno y tangente en triangulos rectangulos tal como se muestra en la

siguiente imagen.
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llustracion 20: Produccidn de estudiante

Sin embargo, también se presentd un estudiante que utilizé una estrategia que
no se previo en el andlisis apriori en donde supone una medida de una estaca
y asigna otros valores para calcular la medida de la cuerda tal como se

presenta a continuacion:
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llustracion 21: Produccidn de estudiante

De esta forma, se puede observar que a pesar de que el estudiante trabaja
correctamente los contenidos matematicos, el resultado a que llega es un caso
particular del problema, por lo que no cumple con el objetivo del problema que

es dejar una expresion matematica.

Por otra parte, se presentaron los errores previstos en el analisis apriori en
cuanto al desarrollo de una operacion aritmética y el uso de las razones

trigonométricas como se presenta a continuacion:

llustracion 22: Produccion de estudiante
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llustracion 23: Produccidn de estudiante

Lo anterior deja en evidencia errores comunes al momento de desarrollar
problemas que involucran el contenido de razones trigonométricas. Asi mismo,
los errores que se presentaron en la pregunta b) son de la misma naturaleza
gue los anteriores, como se evidencia a continuacion:

llustracion 24: Produccién de estudiante
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llustracion 25: Produccion de estudiante

En cuanto a las dificultades tanto en el enunciado como en el desarrollo no se
presentaron ni quedaron evidencia de ellas, ya sea en el momento de la

implementacion como en la hoja de respuesta.

Sumado a lo anterior, al momento de realizar las modificaciones
correspondientes en el analisis apriori del problema planteado, estas fueron
en pos de mejora para la implementacion, teniendo asi, datos y resultados
concretos con el objetivo de generar conclusiones con respecto al contenido
trabajado y si este generd un aprendizaje significativo en los estudiantes sin

caer en el deslizamiento metacognitivo o bien la memorizacion.
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CONCLUSIONES

Tras un analisis a las diferentes dificultades que presenta la ensefianza de las
razones trigopnometricas en las salas de clases, nuestra investigacion se baso6
en la siguiente pregunta ¢,qué estrategias utilizan los estudiantes para resolver
problemas no rutinarios de razones trigonométricas del seno y coseno en
triangulos rectangulos? Se evidencidé que la ensefianza de este contenido
presenta dificultades para los profesores y es complejo de comprender por
parte de los estudiantes, Fernandez, Ruiz y Rico (2016) mencionan que “la
trigonometria es un contenido escolar que resulta dificil de entender por los
estudiantes”. Al respecto, conjeturamos que es debido a que la modelacion de
las diferentes situaciones o conflictos del diario vivir del ser humano
matematizada por medio de las razones trigopnométricas no es sencillo de
entender y realizar su transposicion para la ensefianza, o bien que al no ser
una disciplina de la matematica pura sino que al surgir de diferentes
transposiciones didacticas para su enseflanza su aprendizaje es dificultoso.
Por consiguiente, su ensefianza se realiza por medio de métodos
tradicionales, aplicando principalmente técnicas vinculadas a la ejercitacion y
la memorizacién, es decir, utilizan algoritmos como métodos de aprendizaje,
lo que segun Brousseau son denominados como fendmenos didacticos. Sobre
estos ultimos, el deslizamiento metacognitivo era nuestro interés, pues uno de
los propdsitos era ensefiar sin técnicas las razones trigonométricas, que los
estudiantes construyeran su aprendizaje. Para esto, el disefio de una
secuencia de clases que involucro un problema no rutinario al inicio y al final
de las sesiones, dejo en evidencia que los estudiantes, a pesar de todas sus
dudas en la ejecucion de resolucion de un problema no rutinario, logran el
aprendizaje. Pues, por medio de diferentes estrategias en sus producciones

se observé que hay un razonamiento tras lo solicitado en el problema.
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Para constatar lo expuesto anteriormente, la secuencia de clases disefiada
con el proposito de caracterizar las estrategias que desarrollaron los
estudiantes frente a un problema no rutinario, implico para ellos todo un
desafio en su metacognicion, pues les permitio desarrollar un pensamiento
propio frente a la solucidén del problema implementado. En este sentido, fue
concluyente observar que los mayores porcentajes de logro frente al problema
no rutinario y el rutinario fueron sobre este Ultimo, pues al ser un problema que
se formulé de manera intencionada con todos los datos y valores necesarios,
los estudiantes identificaron facilmente qué razon trigopnométrica les permitia
obtener la respuesta esperada y el resultado correcto. No fue la misma
situacién para el problema no rutinario, pues es un problema que no tiene un
método de solucion o la aplicacion de una regla, el estudiante tuvo que resolver
intuitivamente basado en sus conocimientos previos y experiencias anteriores.
Por lo tanto, al no tener informacion suficiente, se les dificulta en demasia
resolver un problema de estas caracteristicas recurriendo a las orientaciones
del profesor para responder lo solicitado. Sin embargo, es importante
considerar que a pesar de la dificultad que presentd para ellos el problema,
algunos lo resolvieron segun la respuesta esperada en nuestro andlisis apriori,
como también la mayoria de las estrategias que reflexionamos que surgirian.
Ademas, frente a los dos tipos de problemas los estudiantes lograron
representar pictéricamente sin ninguna dificultad y de forma correcta. Luego,
al respecto podemos concluir que si bien la resoluciéon de problemas desde
tempranamente es parte de la ensefianza, lo es también la forma conductista
en que se aprende, esto se constata en que los estudiantes presentan
dificultad para entender los problemas cuando el profesor no les indica o les
interpreta lo que deben resolver y de qué forma hacerlo. Entonces, de aqui
surge un factor determinante en cuanto a la enseflanza aprendizaje de las
razones trigonométricas y es, la forma tradicional de abordarla por medio de
técnicas que “simplifican” su aprendizaje sin importar si es significativo o no y,
la forma de aplicar lo aprendido a través de la resolucion de problemas donde

el estudiante espera constantemente la instruccion del profesor sobre qué y
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como deben resolver, acostumbrados incluso a que el docente les lea el
problema. Lo que no permite la construccion del aprendizaje por parte de los
estudiantes, pues contrario a esto Ultimo es la evidencia de aquellos
estudiantes que fueron capaces de resolver el problema no rutinario segun lo
esperado, utilizando su intuicidbn y un razonamiento sin técnica alguna. Y,
aungue haya sido la menor cantidad del curso que logro resolver, demuestra
que los estudiantes si aprenden sin la técnica tradicional emergida del

deslizamiento metacognitivo.

De las situaciones de accion, formulacion, validacion e institucionalizacion de
la Teoria de Situaciones Didacticas de Guy Brosseau, implementadas para los
fines de esta investigacion, se puede concluir que los estudiantes leen,
comprenden y exploran el problema de manera individual, realizando una
estrategia en la que utilizan sus conocimientos previos. Sin embargo,
necesitan ratificar constantemente sus desarrollos con el profesor, no dandose
espacio para el trabajo en conjunto que les permita formular y validar sus
aplicaciones. Del mismo modo, cuando requieren comunicar las acciones
realizadas con sus pares lo realizan de manera asertiva, pero al generarse un
didlogo de opiniones diferentes no son capaces de defender su propuesta, ni
argumentar el porqué de esta. Entonces, cuando los estudiantes deben ser los
protagonistas de su aprendizaje y validar su desarrollo frente al curso existe
poca participacion ya que, al no tener una aprobacion previa del profesor sobre
sus resultados, los estudiantes temen la exposicidn de sus estrategias a pesar
de tener certeza del proceso que realizaron. Es asi como, cuando el profesor
comienza el proceso de institucionalizar el contenido, los estudiantes se
disponen a aprender, asumiendo que este es el unico momento de la clase en

la ellos creen que se logra el aprendizaje.

Finalmente, si bien tras las evidencias observamos que no fue la mayoria de
los estudiantes quienes respondieron a nuestra implementacion segun lo
esperado, es necesario rescatar a aquellos que si lo hicieron. Pues, esto

demuestra que es posible el aprendizaje significativo en los estudiantes sin las
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técnicas tradicionales, la mnemotecnia o la memorizacion. Los problemas no
rutinarios de razones trigonométricas, pueden implicar todo un desafio tanto
para la ensefianza por parte de los profesores como para el aprendizaje por
parte de los estudiantes, pero no algo dificil ni imposible de hacer, pues mas
que la dificultad propia de abordar los contenidos por medio de problemas no
rutinarios, son las tradiciones de la ensefianza y los procesos de cambio el
mayor obstaculo que surge. En algunos contenidos, el proceso de pasar de la
ensefianza conductista a la constructivista no es réapido, y creemos que
comienza desde los primeros encuentros de los estudiantes con la matematica
y no solamente cuando una unidad del programa de forma particular lo
requiere, pues “Saber que ensefar no es transferir conocimiento, sino crear
las posibilidades para su propia produccién o construccién” (P. Freire, 1997,

pag.47), es el objetivo del todo de un docente de matematica.
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ANEXOS

e Anexo 1: Problema no rutinario®

a) Andrés se encuentra de camping con sus amigos y deben armar las carpas. El
instructor a cargo les dice que debe tener mucho cuidado con las cuerdas que
conectan la carpa con el suelo, puesto que estas representan la forma principal de
mantener todo en su lugar. La forma de armar la carpa se muestra en la imagen a

continuacion.

1. ¢ De qué forma podria medir la distancia entre el punto A y el suelo para que

sea la menor medida posible? Trace una recta en el dibujo y fundamente.
2. ¢ Qué angulo forma la recta de la pregunta anterior con el suelo?

3. ¢ Qué figura geométrica se puede identificar? ¢ COmo se relaciona cada

componente con el problema?

A: Punto donde la cuerda se
amarra a la carpa.

B B: Punto donde la cuerda se
amarra al suelo.

b) El instructor les comenta a sus estudiantes que la cuerda debe formar un
angulo con el suelo de 37°, lo que se logra con una razén de 0,6 al dividir la altura

del punto A con el largo de la cuerda entre los puntos Ay B.

1. Si el instructor tiene el punto A a una altura de 1,2 m, ¢cual es el largo de la

3Extraido de Tesis de grado de Moraga (2021) (Propuesta de disefio para la resignificacién de las
razones trigonométricas seno y coseno en estudiantes de ensefianza media en Chile)
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cuerda necesaria?

2. ¢ Sitodas las carpas deben utilizar el mismo angulo, serviria que todos

mantengan la misma razén con distintas medidas?
Fundamente.

3. Utilizando la informacion del instructor, ¢ qué largo de cuerda (A-B) usara

Andrés si su punto A esta a una altura de 1,5 m?

c) Al otro dia, el clima era distinto y la velocidad del viento era mayor, por lo que el
instructor aumenté el largo de la cuerda a 2,4 m, para asi lograr un angulo de 30°,

como se muestra en la figura siguiente.
1. ¢ Cudl seria la nueva razon para utilizar las carpas?
2. En estas nuevas condiciones, ¢ qué largo de la cuerda deberia usar Andrés?

3. ¢ A qué componente del problema se encuentra vinculada la razén? ¢ Altura del

punto A, largo de la cuerda A-B o al &ngulo? Fundamente.

24m
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d) Al finalizar el campamento, Andrés le pregunt6 al instructor como supo la razén
nueva en funcion del clima, este le respondio que usaba una tabla que llevaba en

su libreta:
1. ¢Los valores de la tabla aplicarian a cualquier carpa? ¢,Por qué?

2. ¢, Como determinaria el valor de otro angulo sin utilizar calculadora? Explique.

Clima Angulo | Altura/largo
Soleado o nublado con brisa suave 37° 0,6
Soleado o nublado con fuerte viento | 30° 0,5
Lluvioso 25°
Lluvioso con fuerte viento 20° 0.34

e) Afios después, Andrés se habia convertido en instructor y debia orientar en el
armado de las carpas. Sin embargo, él preferia usar el angulo que formaba la
cuerda con la recta de la altura en el punto A, como lo muestra la siguiente

imagen:

Decidi6 armar su carpa con las dimensiones de un clima soleado y viento suave,
es decir, con una altura del punto A igual a 1,5 m y un largo de cuerda A-B de
2,5m, y se fij6 que el angulo era de 53°. 1. ¢ Como se relaciona el &ngulo que

midid con el que utilizé en el pasado?

f) Posteriormente, prefirid hacer también una nueva tabla en funcién del angulo en
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el punto A, como se muestra a continuacion:

Clima Angulo | Alturallargo
Soleado o nublado con brisa suave 53° 0.6
Soleado o nublado con fuerte viento
Lluvioso
Lluvioso con fuerte viento

1. ¢ Cudles son los valores restantes para los angulos de la tabla?

2. Utilizando la nueva tabla, ¢ cual seria el largo de la cuerda necesario si el angulo

es para un clima lluvioso con fuerte viento?

3. ¢ Existe algun cambio si se utiliza esta tabla o la usada por el instructor para armar

las carpas? ¢ Qué consideraciones habria que tener?

4. ¢ Es necesario tener ambas tablas para las razones y los &ngulos? Fundamente.

e Anexo 2: Ejercicio trabajado en clase®.

Recordando...

Al mirar un objeto, éste puede estar sobre la vista o bajo la vista, lo que determina
un angulo de elevacion o de depresion, segun sea el caso. Ambos se forman con la
linea recta que une la vista con el objeto observado y la horizontal, tal como lo

indican los siguientes dibujos:

4 Extraido del material de apoyo docente de Red SIP (2022)
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Observador

Angulo de elevacion
Horizontal

Ejercicios

Gabriel, de 1,62 m de altura, se encuentra a 5 m de la base de un edificio y observa

el punto mas alto de este con un angulo de elevacion de 30°.
a) Determine aproximadamente la altura del edificio.

b) Si Gabriel se aleja 2 metros de la base del edificio, ¢.en cuanto varia el angulo de

elevacion para el mismo punto?

1.62mﬁ Sm
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e Anexo 3: Guia de trabajo® .

Guia 1: Razones trigonomeétricas

1. Gabriel, de 1,62 m de altura, se encuentra a 5 m de la base de un edificio y

observa el punto mas alto de este con un angulo de elevacion de 30°.
a) Determine aproximadamente la altura del edificio.

b) Si Gabriel se aleja 2 metros de la base del edificio, ¢ en cuanto varia el angulo de

elevacion para el mismo punto?

2. En la imagen se muestra el modelo de una casa. El angulo de la pendiente del
techo se mide en relacion con la horizontal. Si el ancho de la casaesde b =12 m
su largo ¢ mide 20 m y el &ngulo que forma el techo con la horizontal es a =20,

¢cual es la altura h que tiene la punta del techo sobre el segundo piso?

T
—

2m _ 20m

3. Para cada uno de los siguientes problemas, trace un bosquejo que les permita
representar cada situacion:

a) La longitud del hilo que sujeta un volantin es de 18 m y el angulo que forma este

respecto al suelo es de 30°. ¢ A qué altura esté el volantin?

5> Extraido del material de apoyo docente de Red SIP (2022).
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b) Violeta sube un resfalin que tiene una inclinacién de 30° y 3 m de longitud.
¢, Cudl es la mayor altura que Violeta puede alcanzar?

c) Un edificio tiene una altura de 72 m. Cuando el sol tiene un angulo de elevaciéon

de 30°, ¢qué medida tiene la sombra que proyecta el edificio?

d) Un avion se encuentra a 2100 m de altura cuando comienza su descenso para
aterrizar. ¢ A qué distancia se encuentra de la pista, si para bajar aplica un angulo

de depresion de 20°?

e) Alejandro esta recostado en una plaza y observa desde el piso un edificio de

110 m de alto. Si el edificio esta a una distancia de 110v/3 m, ¢ cudl es el angulo de

elevacion con el que Alejandro lo observa?
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